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本 书 结合 实例 讲述 了 群 和 群 表示 基础 、 点 群 、 转 动 群 ,对 称 群 和 西 群 的 有 关 
理论 ， 并 介绍 了 李 群 和 李 代数 基础 、 李 代数 的 表示 以 及 求 李 代数 不 可 约 表示 的 
Е 

本 书 可 作为 物理 系 高 年 级 学 生 和 研究 生 群 论 课 的 教材 ， 也 可 供 物理 工作 者 
参考 。 


= 


作者 通过 多 年 在 北京 大 学 物理 系 讲授 高 年 级 和 研究 生 的 群 论 
课 ， 深 成 需要 一 本 合适 的 群 论 数 材 。 本 书 是 在 多 次 编写 讲义 的 基 
础 上 ， 并 考虑 到 群 论 的 一 些 新 的 京 用 和 发 展 而 写成 的 。 x 

BEERS, Вр р Е, ГОДЕ 5 Eg EB АЕ 
ЕН. Ж—. НГ. 82, 
” 四、 五 章 中 讲 壕 的 点 群 、 转 动 群 、 对 称 群 和 西 群 ， 不 仅 对 理论 物 
理工 作者 是 必需 的 ， 而 且 对 实验 物理 工作 者 也 是 重要 的 ， 在 讲授 
时 可 根据 不 同 对 象 将 其 中 有 些 定 理 的 证 明 部 分 略 去 。 书 的 后 中 部 
分 ， 即 第 大 章 到 第 入 章 ， 讲 述 了 李 群 、 李 代数 及 其 表示 竺 内 容 ， 
可 作为 理论 物理 专业 研究 生 群 论 课 的 补充 煞 材 ， 也 可 供 理论 物理 
工作 者 参考 。 特 别 是 本 书 给 出 的 用 张 量 基 求 表示 的 方法 ， 可 以 推 
广 到 共 他 李 代 数 和 李 超 代数 中 去 ,我 们 希望 它 能 对 读者 有 所 穆 丛 。 

因为 本 书 是 针对 物理 条 的 学 生 和 理论 物理 工作 者 而 写 的 ， 因 
此 在 一 般 情 况 下 不 给 出 数学 上 的 完整 证 明 ， 而 力求 将 有 关 理 论 阅 
述 和 准确、 清楚 。 本 书 在 内 容 安排 上 尽量 做 到 由 张大 深 . 多 举 实例 ， 
便于 学 生 接 受 。 另 外 ， 由 于 篇 幅 及 时 间 关 系 ， 本 书 未 能 把 群 论 的 
应 用 及 李 超 代数 包括 进去 ， 实 是 憾事 。 

由 于 作者 水 平和 时 间 的 限制 ， 书 中 难免 有 错误 和 不 委 之 处 ， 
起 请 读者 也 以 指正 

最 后 ， ЛЕНІ ЖК, ЕТТЕ 
济 民 、 杨 立 铬 老师 和 高 党 长 寿 同 志 对 本 书 的 关心 和 支持 。 
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21 [Ша р, Feo З ТАТТАН (Einstein) НИЕ, 
ЖЭ Жк PE ИЯ ТЕ В ЖЕ, РВЕ В AUR) РЕ 
问题 的 解 ， 也 帮助 人 们 去 寻求 新 的 运动 规律 。 物 理学 家 不 仅 研 
完了 时 间 和 空间 的 对 称 性 ， 而 且 还 找到 了 许多 内 部 对 称 性 。 如 强 
作用 的 SU (2) 同位 旋 对 称 ，SU ВУ, 592 E i — É 
SU(2)XU(1) 的 对 称 ， 偶 偶 核 的 UC(6) 动 力学 对 称 等 等 。 从 七 十 
年 代 起 ， 叉 开展 了 超 对 称 性 问题 的 研究 。 群 论 是 研究 对 称 性 问题 
的 数学 基础 ， 因 此 ， 它 越 来 越 受 到 物理 学 工作 者 的 重视 ， 


1.1 # 


定义 1.1 设 t 是 一 些 元 素 的 集合 ,0 二 {…,9,…,} 二 {9}。 在 
中 定义 了 乘法 运算 。 如 果 C 对 这 种 运算 满足 下 面 四 个 条 件 : 
(1) 封闭 性 。 即 对 任意 /9gEGC, 若 1g= ,必用 EC. 
(2) 结合 律 。 对 任意 1,9,hEG, 都 有 
(9) =} (gh), 
(3) 有 唯一 的 单位 元 素 。 有 eECG, 对 任意 fe C ,都 有 
s ef=fe=f, 
(4) ЖЖ. МЕЖ ГСС, НЕМ ЕС, 
f if=ffi=e, | 
则 称 С 为 一 个 群 。 。 称 为 群 G 的 单位 元 素 , 广 : 称 为 了 的 道 元 素 。 
例 ] 空间 反 演 群 。 | 
设 E 和 了 对 三 维 实 空间 Rs rh aj B: > 的 作用 为 


Er=r, [r=—r, 


MERRE r 不 变 的 恒 等 变换 ， 了 是 使 > 反 演 的 反 演 变换 。 定 义 
EAE DAREK, RERI ГГ” 
1.1. | —nn 
例 2 nwe Sa, LEk n E: 
对 称 群 。 将 nn 个 元 素 的 集合 X={1, 一 一 
2 ,… ,n} 映 为 自身 的 置换 为 
1 9 ... п 
41222) 
ті т; == т, 
其 中 mima ma Ж 1,2,+=, n ИЕЛІ, P RIXE 158% т), 


20 тз, ее, ПХ т, 的 映射 显然 置换 只 与 每 列 的 相对 符 
号 有 关 ， 与 第 一 行 符号 的 顺序 无 关 ， 如 О 


В к. P 2 3 | 

А 42тз/ \ 2 1 4/ 
EATER P MP 的 乘积 上 了， 为 先 实行 置换 忆 ， 再 实 1718 
їй Р”, Яп 


212 34/12 3 1 2 3 V 
В 1 Фе 2 | |, So. 
容易 看 出 在 这 乘法 定义 下 ， 公 部 7n 阶 置换 构成 S, Ш. S, К 
# n! ХЖ. 
例 5 平面 正三 角形 对 称 群 Ps， 又 称 为 ӨРЕ ЕЙ, 
考虑 重心 在 原点 ， 底 边 与 x 轴 平 行 的 xy 平面 上 的 正三 角 J 
A4BC， 见 图 1.1(a) 。 保 持 正三 角形 不 变 的 空间 转动 操作 有 


e, ЖЖ, _ d, 2% z 轴 转 2л/3, 
f: 24 z 轴 转 47/3， а; іе 1 +e x, 
b, 932 fT, = с, 93 рл, 


定义 两 个 转动 操作 的 乘积 ， 如 ab 为 先 实 行 操作 5， 再 实行 操 
作 a 。 由 图 1,1(b) 可 看 出 ,实行 操作 b 和 实行 操作 ab 后 A4BC 位 
22 | 


置 的 变化 ， 且 可 看 出 ， 实 行 操作 ab 与 实行 操作 4 一样， 因此 
ab 二 4d。 在 上 述 乘 法 定义 下 ,保持 正三 角形 不 变 的 全 体 转 动 操作 构 


(b) 
图 1.1 


成 Ds 群 ，Ds 二 {6,d,f ,4,6,c} 是 6 阶 群 ， 它 的 乘法 表 见 表 1.2. 
表 1.2 О, ж Ж З 


| А 4 f s b с 
1 

e є 4 f 4 р с 

4 x d Í e с 4 b 

f f л 4 р с 2 

4 4 b £ е 4 f 

b b Е a } Ç d 
с с a b d f 2 


014 定义 群 的 乘法 为 数 的 加 法 ， 则 全 体 殖 数 构成 一 个 群 ， 
O RMI, п-п Т эс. ТАВИ, ЗЛЕ T 
也 构成 ARE., НЕ СИЕ ЖШ, FEARR К, 
因为 0 уос К. о 以 外 的 实数 构成 一 个 群 。 ” 

例 5 СЕНЕР ТО), мае КЗ ЦИ) pj g, ғар R? 
ЕСН, ЖҮЗІНЕ Т, 为 

T,r=r +a, | 
定义 两 个 平移 了 。 和 了 T, 的 乘积 ToT,, 为 先 实行 平移 了 
再 实行 平移 了 。， | 
T,T,r=T (r+b)—r+b+a=T,. 7, 
故 
T.T,= T. = TL, T,.. 
T (3) # Ry yu Ен, Т,, ПЛ, Ж Ө EZ 
HE, Т.Т, 是 互 逆 元 素 . 

例 6 三 维 转动 群 SO(3)。 保 持 R h AOR, itk Et 
Ор — h, БЕН y AREE С, (0). 定义 两 个 转动 
C, (0) ЖІС, (97) ЕС, (УС, (4), ЮЖН АИ 
f, 36175 R НУ Я. ПАО AHR — UJ # 5) EJ 
成 SO (3) 群 。SO (3) 群 的 单位 元 素 是 转角 yY= 0， 即 不 转 。 绕 同 
р k, tfa ymn у С, Ф, С,Ол-Ә НӘ Ж. 

由 上 述 例 子 可 以 看 出 群 的 元 素 不 但 可 以 是 数 ， 而 且 可 以 是 俭 
间 反 演 、 空 间 转 动 、 空 间 平 移 等 操作 ， 也 可 以 是 并 换 等 等 。 

当 群 G 的 元 素 个 数 有 限时 ， G 称 为 有 限 群 。 当 G 的 元 素 个 数 
HERRA, СЕЛДЕН. НЫЕ. S, F. D, 群 是 有 限 群 ， 
例 4 至 例 6 是 无 限 群 。 

_ 有 限 群 和 的 元 素 的 个 数 n 称 为 群 的 阶 ， 有 时 А nG). K 
演 群 是 二 阶 群 ，Ds 是 6 Ж, 5, 是 nl М. | 

群 的 乘法 ， 可 以 是 数 乘 和 数 的 加 法 ， 也 可 以 旦 空间 反 演 、 转 

zJ S £ SE BNK PS: ТЕЛДЕ ЕР Жн АЧА, ЖЕЛКЕН ЖЕ ЕДЩ, nf 
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以 列 为 乘法 去 。 无限 群 的 乘法 虽然 不 能 列 出 乘法 表 ， 但 乘法 规则 
总 是 确定 的 ， 

TERR A DRAP A eE. BAHE f.g8e G, 一 般 说 
来 fg 5 gf ҢАН 1%. 如 果 对 任意 /,0266, # fg= gf, ЖО 
是 可 交换 群 或 阿 贝 耳 (Abel) Rë, | 

从 前 面 例子 还 可 以 看 出 ， 群 4 的 任何 元 类 可 以 用 指标 a 标 
10, ЧОП, жа 取 1,2,…,n, 群 元 用 9: @=1, 
2, ,1n) 表 示 。 当 如 是 可 数 的 无 限 群 时 ,如 整数 加 法 群 ,4 可 以 取 
所 有 徐 数 值 ，4 二 0, 土 1, 圭 2,…。 当 GG 是 连续 的 无 限 群 时 ,如 实数 
加 法 群 ， 有 了 时 4 取 全 体 实数 ， 有 时 4 取 多 个 有 序 的 连续 变化 的 实 
数 ， 如 在 平移 群 中 ,a 是 三 个 无 界 的 有 序 实数 (а, ,ау,а.), 

аса, + ај +а,Ё, 
又 如 在 转动 群 中 ，& 是 3 个 有 界 的 有 序 实数 ,8 , 沙 ,其 中 6,046 
ЕЯ, УБЕ, m B ,05<0-<л,05<0<22х,0<<)<2 
TY。 综 上 所 述 ， 群 各 的 任 一 个 元 素 ， 总 可 用 在 一 定 范 围 内 变 化 的 
一 个 数 a 标 刀 为 9， 给 出 此 范围 中 任 一 个 数 ， 就 对 应 群 冬 的 
一 个 元 素 。 

定理 1.1( 重 排 定 理 ) 设 G 一 {9。},u€G， 当 4 АРН n] RE 
ПЕНУ, ЗЕЯ ug, 给 出 并 有 旦 仅仅 一 次 给 出 GG 的 所 有 元 素 ， 

ШЕНЕ 先 证 各 中 任意 元 素 g, 可 以 写成 4u9。 的 形式 . 因为 
EL， 所 以 二 19p 二 go EG, АТ g, ug,. 

再 证 ug, Ча 不 同时 ， 给 出 CG 中 不 同 的 元 素 。 用 反 证 法 ， 设 
asa, Ш 49o 二 4go" ， 两 边 左 乘 4 得 go=9go Ж Уа ну 
-ҺЖ G rh ЖЖ. й аа , Uga Zuga, Та щек Ж 
М, ug, 给 出 并 仪 一 次 给 出 G 的 所 有 元 素 。 定 理 证 些 。 

Ж go 在 a 取 滨 所 有 可 能 值 时 ， 也 给 出 并 且 仅 仅 一 次 给 
С АТОС Ж. 

重 排 定理 是 关于 群 的 乘法 的 重要 定理 ， 它 指出 每 一 个 群 元 
素 ， 在 乘法 表 的 每 一 行 ( 或 每 一 列 ) 中 被 别 入 一 次 而 且 仅 仅 一 次 ， 
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W СНУ НЕ ЯТ (Е 一 到 ) йул RE а ЖҮЙЕЛІ, As ñj BÉ # Я 
Е: 


1.2 Звяра O 


定义 1.2 设 昌 是 群 6G 的 一 个 子 集 ， 若 对 于 与 群 G 同 样 的 乘 
法 运算 ， 互 也 构成 一 个 群 ， 则 称 妃 为 G 的 子 群 。 常 记 为 НСС, 

容易 证 明 ， 群 和 的 非 空子 集 妃 是 G 的 子 群 的 充 要 条 件 为 : 

(1) # h. h ЕН, jM h ,h ЕН, 

(2) ЖЄН, МЕ» ЕН. 

任意 一 个 群 G， 其 单位 元 素 。 和 G 本 身 都 是 G 的 子 群 ， 这 两 
种 子 群 称 为 显然 子 群 或 平庸 子 群 。 群 G 的 非 显然 子 群 称 为 固有 子 
群 。 若 不 特别 说 明 ， 一 般 说 子 群 是 指 固 有 子 群 . 

Я7 在 定义 群 的 乘法 为 数 的 加 法 时 ， 整 数 全体 构成 的 群 是 
实数 至 体 构成 的 群 的 子 群 . В 

例 8 在 x 轴 方向 的 平移 (Т, ЕЕЕ ЕРЕ ТМ 
个 子 群 。 | 

99 МНЕНЕЮ НС, (4), 0<у-<2ч E 50(3) № 
的 一 个 子 群 ， | 

定义 1.5 тИ ножа а 4 组 成 ，K 一 1,2，…， 
п, #Н a" 二 6e, 记 为 

2002. 2,--1а,а%,” a" =e}. 

循环 群 的 乘法 可 以 交换 ， 故 循环 群 是 阿 贝 尔 群 。 从 n 阶 有 限 
群 G 的 任 一 个 元 素 4 出 发 ， 总 可 以 构成 G 的 一 个 循环 子 群 zk， 

2к={а,а?%,++,а*—се}\, 

Жа 的 阶 为 Xk，zk 是 由 4 生成 的 上 阶 循环 群 。 因 为 54 a=e,e 为 
G 的 一 阶 循环 子 群 ， 这 是 显然 子 群 ， 当 ate, а?а, kase, 
则 由 a 生成 2 阶 循环 子 群 。 如 4a 关 e,4? 关 ce,…,a*"! 关 ce， 用 重 排 
定理 ， 知 4,4a?,"…,a*-!,at 为 G 中 不 同 元 素 。 通 过 增加 天， 再 利 
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用 重 排 定理 ， 总 可 以 在 sn 中 达到 аб=е, Ми, АИ 
的 任 一 元 素 a 出 发 ， 总 可 以 生成 一 个 G 的 循环 子 群 。 
定义 1.4 ҮН СЮ, Н={и.}. НИ ж 266, 
g@ H, wu Ey Tap H BJ: S E | 
gH=(gh,|h, € H), 
同样 也 可 生成 日 的 右 陪 集 
Hog= {hg|h, ЕН}. | 
Ят. "4 H EAR ВЕБЕ, ЖЖ И 
+H bB. | 
定理 1,2 ( 隔 集 定理 ) 设 群 二 是 群 G 的 子 群 ， 则 互 的 两 个 友 
(或 右 ) 暗 集 或 者 有 完 双 相同 的 元 素 ， 或 者 没有 任何 公共 元 素 。 
证 明 设 u,v€EG, up Н, Жи ‚б 生成 的 里 的 两 个 左 
ш, | 
| uF={uh, |h, €E H}, 
Н={ий.|#й. ЕН}, 
ШЕВ uH мон 有 一 个 公共 元 素 ， 
иһ. 0, 
ИШ ри = h h, (ЕН. 
根据 重 排 定理 ， u luh, 4 y POEMAT HEIER, vuh, 给 出 群 
Ни, HARRA, КЕША, ] = ий, 与 
左 陪 集 vh, ЕЗ, НЕЧА ЖИН 和 vH 有 一 个 公共 元 素 时 ， 
万 和 "五 就 完全 重合 。 定 理 证 上 毕 ， 
同样 的 证 法 ， 也 适用 于 右 陪 集 。 
定理 1.3( 拉 格 天 日 (Lagrange) 定理 ) + 限 群 的 子 群 的 阶 ， 
等 于 该 有 限 群 阶 的 因子 。 
ШЕҢ СВЕН, НС т. Ми ЕС, 
u ¢ H, ЕЕ шн, ВЕРЕН Ни H 不 能 
ААС, M Жи, ЕС, u ¢H,u gu H, ЖЕБЖШН, 
ЖЕ ЕЕ ЖИН, HSH и,Н атт. ЖАН, ШЕ 
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G 的 阶 有 限 ， 故 总 在 在 uj-: ， 使 包括 子 群 五 的 左 陪 集 串 
HuH,uH, u; a H 
2 T 34 G. МИСКЕ ЛЖИ, tih 
障 集 串 中 又 没有 相 重合 的 元 素 ， 故 群 G 的 元 素 被 分 成 i A ЕШ 
集 ， 每 个 陪 集 有 区 个 元 类。 于 是 
т = РЕН xi, 
定理 证 些 ， 

采 阶 为 素数 的 群 没有 非 平 良子 群 . 

ЕС 的 元 素 ， СЕН ос E H BD EE, 不 仅 
对 证 明 控 格 朗 日 定理 有 用 ,而 且 提供 了 一 种 把 群 G 分 割 为 不 相交 
子 集 的 方法 。 这 是 一 种 很 有 用 的 分 割 群 的 方法 .同样 ,也 可 以 把 群 
G 分 制 成 其 子 群 的 右 陪 集 串 ， | 

#10 D, AT 群 H ={e,a}, H; = {e,b}, H; = {e,0} НЫ. = 
{e,d, f}. D, 可 按 H, УЖЕ, H = {е,а},6Н, = {6,1}, 
cH = {с,4}. НУ ЕН, yy & КЕ E 8, Н,Е(е,4,)),На- 
{a,b,c}., | 


1.3 类 与 不 变 子 群 


”定义 1.5 设 f,hk 是 群 G 的 两 个 元 素 ， 若 有 元 素 9EG， 使 
gig =k, MERTER Rh 5 f A., WI hk~f. 
ЖЕ АЕ, Sq h< 7, ШНА. Ң/</. 
ЕЖА. # fb 26 РЕ, B 34 fi~h,fa~h, WE /,— 5. H 
fı=9:h9', fx = 9219. !,› $k Ин 
А- 91957179917 = (9197) (g,g= Т, 
定义 1.6 ЖСН А Зай & # ЖСН) — т 
к. ` | ; | 
НЕЕ ная ВЕ, МЕ — 4 25 82 y rh {ЕЁ 
意 一 个 元 素 所 决定 。 只 要 给 出 类 中 任意 一 个 元 素 1, 就 可 求 出 j 
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类 有 的 所 有 元 素 ， 
f ={f |f =9./951,9. ЕС}. | 

一 个 群 的 单位 元 素 e 自 成 一 类 ,， 因 对 任意 go<cc, Trí 
969 =6。 阿 贝尔 群 的 每 个 元 素 自 成 一 类 , 因 对 (C У, 9. ЕС, 
有 9gofgo ‘=. ЛЖИ т, HH f" =e, ЈК BE G 
RAIAR жт, М (9.19. "= g,f"g,l=e, x If Ж g, € G 成 
аг. 

应 该 指出 ， 当 ga ЕНСІН, 9.49.1 可 能 不 
ЕКА Н ЛКФ, Ш/=е, 94/04! 永远 给 出 单位 元 
Же. 

ЖАННА, РФ A [8] BJ Ж ЖА Ja Sú 
ж. МАНЕЖЕ. УЕ Su 38 BE 47 W 
分 割 ， 每 个 类 中 元 素 个 数 不 一 定 相 同 。 而 按 子 群 的 陪 集 对 群 进行 
的 分 割 ， 每 个 陪 集 元 素 的 个 数 是 相同 的 。 按 类 和 按 陪 集 分 割 群 ， 
是 分 割 群 的 两 种 重要 方式 。 | 

2381.4 ”有 限 群 每 类 元 素 的 个 数 等 于 群 阶 的 因子 。 

ШЕҢ 设 G 是 n 阶 有 限 群 ，9 是 CG 的 任 一 个 元 素 ， 看 9 类 元 
ЖЕ. ТЕСЕН", | 

Н? = (he G|hgh!=g), 
НВС rR Br 5 9 对 易 的 元 素 有 组 成 ， 即 hg = gh, 

对 于 91,066, 91,9:6 Н", Яп Ж214011- 0,99%, MI 91, 
92 ЖАСЫН? 的 同一 左 陪 集 9Н'’. т М, g cg H°:, H 
91991 = 2:09:! 可 得 (91'92)9 (9119:)1=9, ik gg EH”, 
Ф%6л1Н”, 

52, іп 果 91,9s 属于 HH! 的 同一 左 陪 集 giH', 必 有 9;= 
Jih, ЛЕН” 于 是 有 

059051 = 9ihgh 1911! = 9,9911. 

因此 9 ЖЖМ, S TPE G i H° 分 割 陪 集 的 个 Ж, 

ЕЕ G 的 阶 的 因子 ， Е 


9 类 元 素 个 数 = ШЕ 


ЖЕМІ? i2H#K R 3 СИЯ ТИ, ЖЖ JEG, 使 
| | К=9Н9 = {К = ghg" |h € H}, 
ИНК. 

НЕЕ Ж BJ FE FE НИ ТЕ, ЗЕ ВЕБ skit Ante ` 
ЮЕ. ШИЕ НЕК ЕТИ, MUK h E H + t + WE. ЖН, | 
ЯН, КЗ, ПІН, ЯН, НУ. САМ 
ЕЖЕ в] НЗ РЖ. Е 

定义 1.8 НЕС, ДНЕ 966, h,c H, Ж 
gh,g ЄН, анаа h。， 则 它 将 包含 所 有 5 ha P] Ж 
的 元 素 ， 我 们 称 卫 是 6G 的 不 变 子 群 ， | | 

定理 1.5 ZHEG 的 不 变 子 群 ， 对 任 一 固定 元 素 fe G, 在 
ha ЖЫШ Н HM ARGE, 乘积 fh,f- #8005 次 给 出 Н 
НУ. | 

证 明 ”首先 证 明 豆 的 任意 元 素 具有 所 oj 的 形式 ， 因为 
H ЖАБ, Kf h fe H, A f 'h, f = ha, МИА, = fha f. 

178.24 h.2h, bF, fha 2 fh f, GUAE йе # 8. М 
624 h. 取 源 所 有 可 能 的 总 元 素 时 ，j 思 。 三 一 次 并 仅仅 一 次 给 出 
Не. 

例 11 以 加 法 作为 群 的 乘法 时 ， 整 数 加 法 群 是 实数 加 法 群 的 
不 变 子 群 。 事 实 上 ， 阿 贝尔 群 的 所 有 子 群 都 是 不 变 子 群 

不 变 子 群 的 左 陪 集 与 右 陪 集 是 重合 的 。 因 为 对 和 的 不 变 于 
ЕН, H g€G, gé H H & H ЕМЕ 

gH=(gh,|h € H} 
和 右 陪 集 
Hg= {1.9 ЕН}, 
i H H E. G ЖЗ g hg € H, HH F&a 138 H О 
元 素 9 (g !h ,9) пене, | 
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9097.9) - 2 Hg, 
КН УЕ RE E 8 6. МХЛ T Ë, 就 不 再 区 分 左 陪 集 和 右 
陪 集 ， 只 说 不 变 子 群 的 陪 集 就 够 了 。 
iZ H E: G 的 不 变 子 群 。 考 虑 没有 公共 元 素 的 号 МЕ, 

H oH ,gol … ,9 以 ,假定 陪 集 串 穷尽 了 和 群 <， 两 个 陪 集 
g H Жі g;H 中 元 素 的 乘积 必 属 于 另 一 陪 集 。 因 

gihagihs = 9:99 9 в = 9:93 

= 0,014, sgkh E g H, 

其 中 | 

h, =9уЙ.9;, Ё, =, в, дк = 9:93. 

定义 1.9 КВСЛФТЕИЕН 生成 的 陪 集 串 为 H,g1H ,gsH， 
,giHH,…， 把 其 中 每 一 个 陪 集 看 成 一 个 新 的 元 Ж, ЕН ВУ + 

陪 集 中 元 素 相 乘 得 另 一 一 个 陪 集 的 元 素 ， 定 义 新 的 元 素 间 的 乘法 规 
ШЕШЕ! 


Қ ЕН 新 元 素 
H —> Го; 

g H 一 一 > fis 

9 Н 一 一 > fo, 


9:89 — fi: 


乘法 规则 | 
gih.,g;h, = gh, — fifi= fk. 
这 样 得 到 的 群 {Fu Та, fa fs), SOD 2986 Н ҮЙ, la 
为 С/Н, A% FREH H МИ С/Н үй 位 元 素 fo, р A i 
集 gH УИ G/H р — + X эл. Ы Ж gH 和 Е 集 g;H 
的 乘积 对 应 fi 和 f; НУ ЖЕН. 事实 上 ， AE Sosis fzr Sirte) 和 
СЕН, gH, 9H, gH, "МЕ, ЕЯ ЛЕ ЖЕ G/H 6 
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#112 D, ДЕ) G НГ Ж, Ше e= (ey. d Dš = "d, 
f}, aje = (a,b,c), {ил e I K -Ж, £ë = 27/3 ЖІ 
4/3 是 -Ж, Ля ДЖ. ЧИ. № ГИЯ, = 
{е,а}, Н, ={e,b}, H; = {e c) M. I Не т: IE, Н, = (e,4,f; 
БС. Н, НН Га/Н, узб 3 ТҰРА F WJ 

Н,-(е,а,)-”)ф), 
_аН„={а,Ь,о}->],, 
故 商 群 Га/Н, kh WR M 22. 


14 群 的 同 构 与 同 态 


定义 1.10 若 从 群 G 到 群 下 上 ， 存 在 一 个 一 一 对 应 的 满 映 
射 罗 ， 而 且 史 保持 群 的 基本 运算 规律 (乘法 ) 不 变 ; 即 群 G 中 两 个 元 
素 乘积 的 瑞 射 ， 等 于 两 个 元 素 映射 的 乘积 ， 则 称 群 C 和 群 上 同 
Ж, WA G= F, № Ф 称 为 同 构 上 映射 。 

同 构 映 射 可 由 图 1.2 Жл: 


gj fj, 
g;g;—fif;, 
ая Ф, СИЛЕ РИ r л; ЖР, ВХ 
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ж 9iEC， 中 :0i-> 广 ， 
ХФ: 90}, ME 
Ф: 909; = 9:9= 9:1 Л: = fifo = fi; 
故 fr = Ло, Ло VAF Ы Ж Л. ША Ф, 还 把 的 互 逆 
元 业 9i,97! ЖЖ F J НИЛ Ја, 
由 于 同 构 映射 Ф х. МАУ, ORRI Ф ІНЕ, Ф: 
ОРС, WH ФЕН НИЕ Т/Ж» B 
Ф-:Е >G, 
fi 94, 
fi —9g;, 
fif; -”0;94, 
所 以 当 群 G AREF ВИН, УНР ЕС М, Еб, 

两 个 同 构 的 群 ， 不 仅 群 的 元 素 问 有 一 一 对 应 关系 ， 而 且 他 们 
所 满足 的 乘法 规律 间 也 有 一 一 对 应 关系 。 因 此 从 数学 角度 在， 两 
个 同 构 的 群 其 有 完全 相同 的 群 结构 。 作 为 抽象 的 群 来 说 ， 两 个 同 
构 的 群 本 质 上 没有 任何 区 别 ， 

#113 НБА Е, Г} 和 二 阶 循 环 群 Z,= {а,а = е} М 
F. 

{14 ”三 阶 对 称 群 Ss 和 正三 角形 对 称 群 D, 同 构 ， 

例 15 СХЕМЕ PEH ЛЕ 是 同 构 的 。 因 为 存 
在 9EG， 使 有 EH 与 KEK Ж---- м, 

ha = 90,97, К = 978,9, 

以 上 各 个 同 构 的 群 ， 有 完全 相同 的 乘法 表 ， 
数学 群 来 说 ， 它 们 是 -- 样 的 。 当 然 ， 对 同一 抽象 群 ， 当 和 它 用 于 不 
问 的 物理 或 几何 问题 时 ， B fç 2: 不 同 的 物理 或 几何 意义 这 和 
初等 数学 中 2+3=5 可 以 代表 不 同 对 象 袖 加 是 同样 的 ， 

定义 1.11 设 存在 一 个 从 群 G ЕР ЕН Ф, 保持 
群 的 基本 运算 规律 (乘法 ) 不 变 : HJG РР ЖЕН НУРЕ, ЗЕ 
于 两 个 元 素 映 射 的 乘 积 ， 则 称 群 C 1 PE F JJ k, 0 46-Ғ, 
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ТАЛ P 称 为 从 CG 到 下 上 的 同 态 映 射 ， 
”图 1.3 表 示 从 4 到 了 上 的 同 态 觅 射 P: 


其 中 Ф:С-Е, 


9; —> fj, 
9:93-= fif;, 
也 有 定义 从 群 G 到 群 F 中 的 同 态 上 映射 四， 这 时 下 保持 群 的 
冬 法 规律 不 变 ， 但 并 不 是 满 映 射 。 以 后 如 不 特别 说 明 ， 我 们 说 同 
态 ， 是 指 从 群 G 到 群 F 上 的 同 态 ， | 
一 般 说 ， 同 态 映 射 至 并 不 是 一 一 对 应 的 。 即 对 群 正中 的 一 
个 元 素 fi，G 中 可 能 有 不 止 一 个 元 素 9i,91,… 与 之 对 应 。 因 此 
ЖС БЕ ЕН Ж, НН ОЕНЁРБЕСНХ. 
同 构 是 一 种 特殊 的 同 态 ， 即 当 同 态 映 射 瑟 是 一 一 喘 射 时 ， 同 
态 就 是 同 构 。 因 此 若 群 G 与 群 F 同 构 ， 则 G 必 与 同 态 。 反 之 ， 
ЖС 与 群 F 同 态 ，G 与 不 一 定 辣 构 . 
任何 群 G 与 只 有 单位 元 素 的 群 Z, = {e} 同 态 。 这 种 同 态 是 显 
А, ETZ yk #h 8] Ж. | 
定义 1.12 СУВЕ, Сф 与 的 单位 元 素 f 对 应 
ЛЖАН = (А), аА. 
定理 1.6( 同 态 机 定理 ) 设 群 G 与 群 F 同 态 ， 则 有 
(1) 同 态 核 匡 是 G 的 不 变 子 群 ; _ 
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(2) ЕҢ G/H БЕН. 
同 态 核定 理 可 以 用 图 1.4 表示 。 


证 明 ”人 先 证 同 态 核 英 是 6G 的 子 群 ， 
对 任意 h.,h | € H, 有 


P: А, —Л, Вај, В.а, 
Bc h.h € H. МЕН ВЛ hahe 的 乘积 仍 在 映 中 。 而且 
由 于 间 态 映射 把 单位 元 素 映 为 单位 元 素 ， 故 总 含有 C 的 单位 元 素 
9. М Ф:9,—/,, MAHER g ЕС, A 
| P :9i 一 广 ， 
9,9: = 9:90 = 9:—= Л. 1: = fifo = fi, 
Го = fo. | 
Я, ШЖРҺ„ЄН, Кж ЕН. аш, Ве, 
| Ф: fi Z= fa; 
Ф: АЕ, = go>fu,fo= fos 
这 不 可 能 ， 因 此 车 hk。 ЖЕН, ДНЕ. ЖЕН. W W НҢ ІН 
д G УРА. | 
НЫ ЗЕН С АҒ. Ес 
对 hs。 ЄН, 5 h, ЕЖ 9:1.91',05 是 群 G 的 任意 元 
Ж. RARI ФН ГИЯ, 
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gifi, | g;1-= fil, 
gih.,gil—f;if fil= fo, 
故 所 有 与 h。 М ЖЕ „д! ЄН, НЕСЕ, 

最 后 证 明 商 群 G/H 5 FE. ЧЕН, H = {ha}, 
gH = {9iha}, g H = {giha} e ERRE G/H [уж Ж. 因为 同 
Ah ФАННИ, АЛЕНЫ BU Ж Ж 5 
Ез, ЕНН T G/H БЕН. 

М, На В оН = (о, ЕЙ 一 个 元 素 ， 设 
Ф:9.—}, ШФ: giha әј, ЕЖА, ЄН, Ж АНД À n) ES 
集 g H ,g;H ,对 应 Ff 中 不 同 的 元 素 ， 因为 gH 和 gj;H 不 同 , 由 陪 
集 定理 可 知 ， 它们 没有 А 公共 元 ж. КФ: g; => fi, g;—>fÍ;, 5 Іт 
fi= fis M 

Ф: gih,— f; fo= fi, 
9:193}: fifo = Ло, 
得 到 9:19. EH, gH ЖОН 重合 。 这 与 假设 矛盾 , ОЛ). 
因此 全 的 陪 集 与 的 元 素 有 一 一 对 应 关系 , 商 群 C/ ЫР. 
定理 证 些 。 | 

从 图 1.4 可 以 看 到 ， 如 群 G БЕРД, НАЯ ХФ, G 
中 对 应 下 单位 元 素 fo 的 元 素 集 合 {h。} 是 G 的 一 个 不 变 子 群 H， 
太 陪 集 串 中 的 每 一 个 陪 集 91 瑟 , 叭 一 地 对 应 下 中 的 一 个 元 素 fi, F 
中 的 一 个 元 素 fi 也 唯一 地 对 应 五 的 一 个 陪 集 gH, Bhg 个 F 
集 元 素数 目 相 同 ， 故 G 中 与 F 的 每 一 个 元 素 对 应 的 元 素数 目 是 相 
DESF x 

HARE, ВОВ ТА НЕ ЕЕ НИЕ ар, ЕЕ 
于 同 态 性 质 的 重要 定理 。 在 处 理 各 种 群 的 问题 中 ， 我 们 会 经 常用 
到 它 。 | 
916 D, 群 与 二 阶 жет 2,145. МЕШЕЛЖЕН H = 
{e,d,f}， 陪 集 是 aH = (a,b,c). 图 1 5 表示 这 个 同 态 映射 

定义 1.13 群 6 到 自身 的 同 构 映 射 +， 称 为 G 的 自 同 构 映 
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AF, 

v: GG, 
即 对 任意 22.66, 1209.) -9,66; 而 且 保 持 群 的 乘法 规律 不 
Ж, У(049,) = У (02) (96). ЖАВ Я 总 是 把 群 C 的 单 
у. д; Ж g tk 9» НИ 9. g; НИЛ 9, 和 9 р. 


定义 1.14 定义 两 个 自 同 构 v, 和 v; 的 乘积 v1v,，， 为 先 实行 
НІҢ АЯ: у, НЗЛІНІҢЖЛАН „у. НА ро АРАМ Аз {у зт 
来 。 每 个 自 同 构 映射 ЖУ 存在 。 于 是 群 G 的 所 有 自 同 构 映 
МУ 构成 一 个 群 ， 称 为 群 G 的 自 同 构 群 ， 记 为 4A(G) 或 Aut(G). 
A(G) 的 子 群 也 称 为 C 的 一 个 自 同 构 群 ， 
АП ЖЖ G 的 自 同 构 映 射 4, 是 由 LEC 引 起 ， 即 对 任意 o. СС, 
有 
В (9а) = Идои 1, 
Шан AE G ИІНІ ЖЫ, 
本 定义 和 目 同 构 的 乘法 一 样 ， 可 以 定义 内 自 同 构 的 乘法 . 于 是 
群 上 的 所 有 内 自 则 构 4 构成 一 个 群 ， 称 为 群 G 的 内 自 同 构 群 。 记 
为 1(G) 或 In(G),。 МНН KJ RE ТСС АН АСО) Hy — A 
子 群 ， 而 且 是 A(G) 的 不 变 子 群 。 因 为 对 任意 hEICG)， 与 и 
类 的 元 烷 为 vpv"!， 其 中 vE AG), #07109.) = 9в, ЙІ 
ури (да) = ъи(96) = риди! 
= v(u)u(g )yu(u 1) = (и) 9,0071) 
= 9,7 Є ГОС), 
Жан у-у(иов06, 1С) д A(G)BJ AE ЕЕ, 
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例 17 三 阶 循 环 群 Zs = (e,a,a2) 的 自 间 构 群 A(Z，) 有 两 个 元 
素 ， 
Vo: {@,а,а?}—{е,а,а?},. 
‚ {е,а,а?}->{е,а?,а\, 
故 ACZ) = {00,0} 5 Z; АЖ. ША АСАЛ ЕРНАР. 
例 18 三 阶 对 称 群 5, AATA A RH iT, 


H (ga) = 9, (9) = (1 229461 2), 
(Ja) = (1 3)9.(1 3), 09.) = (2 3)9.(2 3), 
h (9.)=(1 2 3)9.(1 3 2), ш(940- (1 3 2)9„(1 2 3), 
因此 5: 群 的 内 自 同 构 群 为 


I(S,) = (ро, Mi, Pa Ba B, Bs), 
НІН [CSH (ма), (Da Bs) (Bo Bs), Но, Вав) 也 
都 是 "s 的 天 自 同 构 群 . 
总 之 ， 同 构 的 群 作为 抽象 的 数学 群 来 说 ， 是 相同 的 。 群 的 同 
态 映 射 ， 是 保持 群 结构 的 一 种 映射 ， 是 常用 的 重要 概 公 ， 


1.5 © 换 群 


前 面 所 讨论 的 都 只 涉及 到 抽象 群 。 而 将 群 论 用 于 物理 对 称 性 
的 研究 时 ， 常 常 借助 变换 群 来 研究 被 变换 对 象 和 变换 群 之 间 的 关 
Ж. НЕ T ERRE ARIU AAEE A 的 重要 途 
АР 

变换 与 变换 群 又 称 为 置换 与 置换 群 。 对 剖 换 群 的 讨论 应 包括 
eg 设 被 变换 对 象 X 由 元 R х,у,2, 
组 成 ， 它 是 一 个 非 空 的 集合 , Х-іх,0,22-). X Fi W f 
НХХ — ЖИ, f: X— X, шае = x€ X, Ч 
15) =УЕХ,ШНАЖИЛ !, (у) = x, 

定义 1.15 定义 XX 上 两 个 置换 f 和 9 的 乘积 JIA I A ЗЕ 
了 置换 g ， 再 实行 置换 f 。 嗓 对 任意 xEX， 有 f9(x) = fO). 
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4 的 全 体 层 换 在 此 乘法 下 构成 一 个 群 , 称 为 X 上 的 完全 对 称 群 ， 
Ж 5х = 17,022), EFE ве 是 Sx 的 单位 元 素 ， 置换 f 与 其 
а / A Sx НИЛ. 8. 

被 变换 对 象 X 的 元 素 个 数 可 以 是 无 限 的 ， 如 和 是 三 维 实 欧 氏 
(Euclidean) 2$ |8] R? 中 所 有 的 点 ， 或 是 希 耳 伯 特 (Hilbert)? 空 间 的 
所 有 态 和 天 量 等 等 。 扩 的 元 素 个 数 也 可 以 是 有 限 的 ， 如 平面 正三 角 
形 的 3 个 项 点， 或 正四 面体 的 4 个 顶点 等 等 。 当 % 有 无 限 多 个 元 
ЖЕ, ох 是 无 限 群 。 当 X 有 1? 个 元 素 时 ,X 的 完全 对 称 群 Sx Ж 
п ТЕ МЕЕ Sn S, 共有 7n1 个 元 素 。 

义 的 完全 对 称 群 Sx 的 任何 一 个 子 群 ， 是 X 的 一 个 对 ЖЕ, 
又 称 为 XX 上 的 变换 群 ， | 

同一 个 数学 抽象 群 ， 可 以 对 应 不 同 的 变换 群 。 如 二 阶 循环 群 
Z= 4a,4?=6}， 可 以 对 应 转动 群 的 + Ж, {С ,(0),С,(т)}, Æ 
НБА, Г}. ЕО, (0), С, Ся} НИЕ, DE 2, 
的 两 个 不 同 的 实现 。 虽 然 这 两 个 群 是 同 构 的 ， 有 具有 完全 相同 的 乘 
法 表 ， 但 它们 作用 于 被 变换 对 象 R° 中 的 向 量 时 ， 引 起 的 后 果 共 
不 相同 。 这 说 明 两 个 同 构 的 群 ， 应 用 到 物理 问题 上 ， 若 是 不 同 的 
З, PA ZTE S £ f BU PSI, | 

2EJE1.7( 8038 (Cayley) 定 理 ) 群 G 同 构 于 G6 的 完全 对 称 群 
Se 的 一 个 子 群 .特别 地 , 当 G 是 nn 阶 有 限 群 时 ，G 同 构 于 Ss 的 一 
ATRE. | x 

证 明 设 G={f,9,h,…}。 将 G 本身 看 作 被 变换 对 象 关 = 
{f,9,h,…}， 则 和 任意 GG 的 元 素 9， 把 hEX 按 群 G 的 乘法 映 入 XX， 
INE g(h) = (gh) € X, 

HEHEA, Ех A ХВ) —— ШЕЯ, СЕ 
汉 =4 映 大 自身 的 一 个 变换 群 。 因 此 C 是 C 上 完全 对 称 群 Se BJ 
一 个 子 群 ， 

下 面 将 计 论 关于 变换 群 的 轨道 等 重要 概念 ， 

=(f,g,h,-.Y EX = fx 的 一 个 变换 群 ， 如 果冻 
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中 两 个 元 素 X* 和 yy， 有 gEG， 使 gx=y， 则 称 元 素 * 是 G 等 价 
Ту, KRAAG ур. іп) хоу, 因此 等 价 是 指 
馈 变 换 对 象 和 中 两 个 元 素 x* 和 yy， 可 以 通过 变换 群 G 的 作用 ， 从 
Ху. 

ПИ ЕН ВЕ, Жх-у, ДН у-х, М ох= у, 
g -=xX。 等 价 也 具有 传递 性 ， 若 x 一 少 y~z, Ë ff x— z, H 
gx=y, )у-2, VA fgx = z, 

H Хақ x 等 价 的 后 组 成 的 轨 ; жыла x BO С, В 
为 {9x19EG}。 即 从 点 * 出 发 ， 用 GG 中 元 素 9 Я Fx, 59H 
СЫ, gx 给 击 关 的 一 个 子 集 ， 这 个 子 集 就 是 售 * 
的 G 轨道 。 含 * 的 6G 轨道， 就 是 x 点 经 群 G 作用 后 ， 可 以 变 到 的 
所 有 的 点 ， 有 了 时 也 简称 为 轨道 ， 不 过 要 注意 是 过 那 一 点 的 轨道 ， 

XX 的 G 不 变 子 集 Y， 是 指 关 的 子 集 Y， 在 变换 群 G 的 作用 
F, ЖА Уи, ШЕ 266, УЕУ, Ч9ЕТ. 
TR, Хз СРВ С Ж; 刀 个 轨道 的 和 集 也 是 C 
变 的 。 当 和 集合 Y 是 G 不 变 时 ，G 也 是 了 的 对 称 群 。 

设 G 是 XX 的 变换 群 ， 那 么 对 于 XX 的 任意 子 集 Y，YCX， 总 
可 以 找到 G 的 一 个 子 群 和 使 任意 子 集 Y ЖИН АЛЕП, ы 

Н ={9Е С] 9(7)=7}. 

Y 不 变 的 子 群 如 总 是 存在 的 ， 因 为 Y 对 由 单位 变换 {6 } 构 成 的 显 
然 子 群 总 是 不 变 的 ， 

_ 919 设 X 是 xy 二 维 平面 ，C 是 绕 z 轴 转动 的 二 维 转 动 
群 。G= {C(I0 才 yy 二 27}， 半 = (r=xXxi+ yi1}。 8 Х ЕЕ 


一 点 7 可 写 为 | 
x 

| ‚= ( ) 
У 


г 经 C , ФЕН r’ 5 
| хсоѕ — ysiný 
r’ = С, (0) = | } 


xsiný + усову / 
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r Бот ІІ, г’-г, АННО ,过 > 点 的 圆周 上 的 全 部 
ш, жег HJ ООН, 

і, ЖА ГИДЕЙ G ФӘН хе АН | Ну. ЭП 2; то ВС Я 
道 ， 是 以 原点 O 为 圆心 ， 过 ro ДАУ], ЖАЗ 轴 转 动 的 平面 转 
动 群 ，4 轨道 如 网 1.6 所 示 ， 是 一 个 个 同心 圆 ， 

从 图 1.6 可 以 看 到 ，X% 中心 不 变 的 子 集 有 ， 原 点 O 和 以 原点 
为 圆心 的 同心 区 的 任意 和 集 , 即 兴 中 凡 个 和 轨道 的 和 集 和 是 < 不 变 
的 。 因 此 ，G 既是 原点 0 的 对 称 群 ， 也 是 任意 以 原点 为 辕 心 的 同 
D [B| Во: ЛЕНУ ТК АЕ. | 

0120 FEJ JE Ж 2 RED. XA xs 平面 ，G 是 绕 原 


1.6 | | 图 1.7 
点 0 的 转动 群 。 中 心 在 О Е Ж E ПАВСРр E. X Ж, 
口 4BCDCX。 用 求 正三 角形 对 称 群 D, 的 同样 办 法 ， 我 们 可 以 
求 出 下 面 8 个 转动 使 门 ABCD Ж, 


е, мы, r, 502 л/2 fi, 
7%, маня д, г. 58 = ЯН 31/2 fi, 
a, БІЛ Ел, b, ФОРМ %2 3 w fl, 
и, хн ел fa, u, уел, 


见 图 1.7。 这 8 个 保持 [A48CD ЖА, HRC — AF 


2] 


Ж, PR 为 р, ҢІ 
| Р, ={е,г,!? ri a,b, u v}. 
LABCD 是 D, 不 变 的 。 过 4 点 的 D 轨道 包括 4,B,C,D4 个 
点 ， 故 口 4BCD 只 有 一 个 D, 轨道 。 对 口 4BCD ЖИ ЖУ, 
可 以 找到 D, 的 不 Я ТЕН, ЖҮДЛНЯОЕН), йн | 
Y = {А} Y = (C), Н = {е,6), 
Y = {В} %У={0}, = {е,а}; 
Y={A,0} 或 Y={3,D}. Н={е, a,b r}; 
Ү-4А, ВИ Y {5 ,DD)}, H = {е,и}; 
=(A,D)K Y ={B,D}, Н={е, 0} 38, 


定义 1.16 iG 2 X ЕЯЧНАН, x XW — A, СУ 
G* 保持 x 不 变 ， | 
| G*=í(hecG|hx=x), 
С° FRA G Hi х Ду Г. 
(НЕМ y Ж БЕЯ D, 中 ， А,СЖВ, D 点 的 迷 向 子 群 分 别 
为 
СА = С = {е,Ь}, 
СВ =G? = {е,а}, 


定理 1.8 С 是 “对 x 的 迷 向 子 群 ， 则 G: 的 每 一 个 左 陪 
集 ， 把 点 x 肌 为 4 中 一 个 特定 的 点 !Y 。 也 就 是 说 ， 含 导 的 C 轨 道 
上 的 点 ， 和 0” 的 左 陪 集 间 有 一 一 对 应 关系 ， 

ШИЯ кув хс Е АА, ЄС, 使 gx = у. 
MG: 左 陪 集 gG 也 将 x* 映 为 y。 因 为 

кар eGlh, х=х}, 
С* = {gh,|h, EGF}, 
得 gh。 x = gx = у, =>. Я ЛЕС, ЛЕХ еу, /х-у, М 
H fx=y= gx， 得 
х=9 1/х, 47)66%, ТЕ 90". 
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即 只 有 左 陪 集 gC жж, РАНЕ х В Ау. МИ, 1 х 
的 CG 轨 道上 的 点 和 C*: 的 左 陪 集 间 有 一 一 对 应 关 Ж. Ж ЖЕНЕ 
| Ж ROA je n MAR, G* 左 陪 集 的 个 数 ， 就 是 含 x 的 C 
轨道 中 点 的 个 数 。 设 G: 的 阶 为 nC(G“)， 则 含 * 的 GG 轨道 中共 有 
n/n(G7) 个 点 。 | | 
| 例 21 设 A,B,C 是 平面 正三 角形 八 ABC ЛІ ж, Әз 
是 X={4,B,C} 的 对 称 群 。4 点 的 迷 向 子 群 C4= (е,а), ДАТЕ 
G4 作用 下 不 变 。 堪 陪 集 2C4= 5, НАЙ ЖС, са = (с, T 
АВ, тои 见 图 1.1(a)。 

例 22 设 A,B,C ,DD 是 正四 方形 ABCD 的 4 个 项 后 ， 
D, 是 АВС оннан. A 点 的 迷 向 子 群 G4= (e,b), 
即 A 在 G4 作用 下 不 变 。 左 陪 集 4G4= {ап} АВС, ис" = 
{u,7} 将 4 上 映 为 B，vG4={v， PARAD. & АО. Я 8 3 
有 8/2=4 个 点 。 见 图 1.7， 

以 上 对 迷 向 子 群 的 讨 i 仿 是 很 重要 的 ， 特别 是 定理 1.8， 使 Ж 
向 子 群 的 陪 集 和 轨道 上 的 点 之 间 , 建 立 了 一 一 对 应 关系 ,并 把 代数 
的 陪 集 概念 与 几何 的 轨道 概念 联系 起 来 了 。 


1.6 群 的 直 积 与 半 直 积 


先 讨论 两 个 群 G1 Яп G, Е. 
设 ga Et， Әз, Е6;, С, 和 G, 直 积 群 G 的 元 素 Jop 为 
Зав 91а9:2р< 922914. 
AFERO, mG, 则 并 没有 乘法 规则 ， 故 定义 起 积 群 时 ， 总 可 以 
取 014 和 gap 可 交换 。 对 9.в,9. в EC， 定 义 直 积 群 的 乘 法 为 
x  Qas9at g! = (gi 928) дав! 928!) = (1a910' )(928928') 
= (40;;9:,! (9 iaia!) = 91." 928" =z" Эла", 

其 中 giagia! = gia r 66,0) = 93,” СО. Н Jag Жі ЕЙ 
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乘法 规则 ， 得 到 С, 和 С, 的 直 积 群 G。 记 为 
С =G OG; w G= G, x G, | 
_ № er, e, 分 别 是 群 G, ,G, BJ М, ЖЕ, = {91.6} т Ж 

F, = {2193} ЯНЬ С, 和 G, (БІЛ, G =Е,,(,=Р.. ЖА 
法 规则 可 得 看 积 群 "-C = Ғ.ООЕ;, СШ {у ú Ж Же-е, Ж 
Jas ЗЕ Jab = 911955. 

МЕСЕ С, MC, FWE 

(1) СМА 24; 能 够 叭 “地 表示 成 
Зав = Э1а 92 в; 
Ж 91. ЄС, 9: Е О» 
(2) Ч ЖЖ 
91ар = 923914. | 

НП G, j G, жж, Са тар Ча, hr G, 和 Gs 元 
素 乘法 规则 已 包含 在 G 的 乘法 规则 中 。 则 称 群 G 是 其 子 群 G, 和 
G, МІНІ, С-С,х6;, С, 和 “* 称 为 群 “的 直 积 因子 ， 当 然 
G, 和 Cs 本 身 关 不 一 定 是 阿 贝尔 群 。 

当 群 C 和 G, 是 群 G 的 直 积 因子 时 、G 的 单位 元 素 e 是 C 
和 G, 唯一 的 公共 元 素 。 而 且 C 和 Ca 都 是 C 的 不 变 子 群 。 

设 е” ЕС, NG, їп Н. е же, ПЕ E $R Ж С = G çG, 中 有 两 
个 不 同 的 元 素 ee ЖІ e” е е ЕС, 这 与 G 的 每 个 元 素 
дар 可 以 唯一 表 为 91a924 FE. МАЯ ЕС, NG. 

对 任意 21.66,, 5 Jia [в] Ж BJ) л; Ж 5 

(91а’ 928’ 91а (Это! 959! 71 = iat 924! Jra (9287 ) 1 (2a ) 1 

= 91.' 214911! 6), 
С, 是 G 的 不 变 子 群 , БЕЗ 也 是 “ 的 不 变 子 群 f # G/G, 
ШТ G. 
_ 9122 6 阶 循环 群 Ze = {а,2?,43,а4,а°,28=е}, ж У 
= {а%,а% =6} 和 三 阶 循环 群 cs = (a2,at,a5 = e) É) E Я E. 

ЯП | 
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| 2,-С,696;, | 
G, 和 G, 唯一 的 公共 元 素 是 单位 元 素 。 С, 和 Cs 都 是 Z 的 ЖЖ 

ТЕ, 2,/6, IR] #J + С. 

Ez, Di 有 子 群 G, = {в,4,1},С, = {е,а}, D, э Ж дов 
可 以 唯一 地 表 为 91492s， 如 c=da, b=fa,…。 但 按 Ds 的 乘法 
ІЙ, Ча 92592891, НП ad = 5b,af =c,… ,不 满足 查 积 的 条 件 ， 
Ж.Ы ЖЕҢЕ С, 和 G, 的 直 积 群 。 子 群 ба = (е, aY Ж Жо 
的 不 变 子 群 。 

ТРЛР ЕН. 

ВЕ С, = {91.} ‚С. = {955}. G, ӘН [B] Ж Ж жАСС, ), 
АСС), ИЖЕ С, ЖЖ A(G1) 的 同 态 映射 Ф, 

Ф: С;->АС(С(), 
ЯП | 
Ф 19—19, ,, 
则 可 定义 C, 和 С, 的 中 直 积 群 C ， 
G = G,@,G,;, 
СЖ Iag 可 唯一 EBAH 
Jag = «91.928», о, 
其 中 91. 和 9sp 为 有 序 的 。C 的 乘法 定义 为 
Әадда р! -<0аФу><0. дов! > 
| = <01г79, 6014! 92092 >. 
下 面 证 明 С 确实 是 一 个 群 。 
АСС) G, АМР, й Ру, Е АСС), 有 


ТОЕЛ ) = vg, „(91а 99, (91а! )， 
Vg, 9258! (9,2) = Vg, 95; (2,422. 
由 此 可 以 证 明 G 的 乘法 满足 结合 律 ， 
(<0,49;>2<7.0! 9, ><0а4”% ”О 
= Irag y p Iia! ЕТТЕГІ (Jia” ) 92 p928! 9%,” 
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= <9179,, (Sis! Yg, gr (9ла” 929 д" 9га"? 
= <91 092 в>(<91а! 92 в'><91а" 9287»). 
设 Gio 和 9% 分 别 是 G, 和 G, 的 单位 元 ， 则 由 于 ye,， 是 @i 
КУ B Га, АЯ, A 
Ра, (910) = 910 79,0919) = Iiae _ 
容易 证 明 .C 的 单位 元 为 <91o9gzo>， 即 | 
《gi0920><91a928> = <91а928><910920> = <91а9зв>. 

Bú < 91а O И 3Ú Ж 为 <У9:1(01420 0, | 


< 2120: 2<9;1(91420а > 
-<0149ҙ,,(01229%> = <910920>, 
<921(91а)9202<91а926> 
= vgs (910920? = = <910920>, 


# G = G,@,G, 确实 构成 一 个 群 。 
| нб, 和 б, ЕТ, 
G =G, DG; -G,@,G, 
等 等 ， 其 中 G, 和 С, BJ WU EBR, 
Ж G = -С169,0;,6, 是 5 的 不 变 子 群 ， 因为 与 б, н ж ж 
«Эла! 9202 [B] Ж Ну JÚ Ж 29 | | 
_ а)<9а! 920295} =《giogap>《gio ЖСН (01429%%> 
= < Jiag, „Фаг 291490680, 


因此 G, 是 G 的 不 变 子 群 
但 一 般 说 来 ，G， 并 不 是 G 的 不 变 子 群 . щ G; 也 是 G 的 不 变 
子 群 时 ， 半 相 积 就 退化 为 直 积 。 可 见 御 直 积 群 比 直 积 群 条 件 弱 。 
有 些 群 不 能 作为 简单 群 的 直 积 ， 但 却 可 以 作为 中 直 积 。 = 
Фір4 ОН, МСО, ={e,d, f}, С, ={е,а}, G, НЯ 
A(G,) 有 元 素 | | 
ve : {е,4,/}-»{е,4,/}, 
va: {е,1,}}-=4е,ї,1}, 
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ЖЖ G, 到 АСС.) БАЈ CRRA 映射 ， 
Фф :6--/,, >V; 
因此 可 以 定义 于 直 积 CGO ,ws， 其 元 素 为 
(<ев>,<са»,<4е>,<4а>,<)е>,<Ға>) 
={e,a,d,c,f,b} 
ЯН G1 的 ,Gs 群 的 乘法 规则 与 D, 完 至 相同 ， 如 
cb = <da><fa> = <dv,(f)e> 
= <dde> = <fe> = f, 
be = <fa><da> = <fva(d)e> 
= <ffe> = <de> = d, 
因此 | 
П,-6,62,6;, 
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第 二 章 ” 群 表示 论 的 基础 


”通过 群 表示 ， 群 论 在 自然 科学 中 得 到 了 广泛 的 应用 。 群 表示 
经 常 出 现在 具有 某 种 对 称 性 的 物理 问题 中 。 本 章 将 介绍 群 表示 论 
的 基础 和 有 限 群 表示 的 重要 定理 ， | 


2.1 Я 表示 


本 章 只 介绍 群 的 线性 表示 ， 为 此 先 复习 线性 空间 与 线性 变换 
2. | | 
定义 2.1 线性 空间 又 吓 向 量 空间 ， 它 是 定义 在 数 域 KONK 
数 域 玉 或 复数 域 C ) 上 的 光量 集合 {x,y,z,…} =У EV Я ДЕ 
义 加 法 和 数 乘 两 种 运算 。 设 xX,y,z V, a,b,c € К, Ш 量 加 法 和 
数 乘 具 有 封闭 性 ， 且 满足 
ЖҚ; х+у=у+х, 
х+(у+гу=(х+у)+=, 
有 唯一 072, х+0=х, | 
 XHE— x, ЖШ--С-ху),х%С-х)-0; 
ЖЗ; lex=x, | 
(ab)x =а(5х), 
а(х+у) =ах + ау, 
| (а+р)х =ах+ рх, | 
若 把 加 法 运算 看 成 群 的 乘法 ， 线 性 空间 Y 构成 一 个 可 交换 的 加 法 
群 。 
”定义 2,.2 设 V 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ， 线 性 变换 4 是 将 V 
ЖАУЫН, ВХ х,УЄУ, acK, A 
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A: V—V, AG C V, 
А(ах+ у) = аА(х) + АСу), 


设 A 和 B 是 从 V 到 V 的 线性 变换 ， 则 可 定义 线性 变换 的 数 


(аАу(х) =а(А(х)), 
(A+B)(x) = A(x) + В(х), 
(AB)(x) = А(В(х)), 


若 线 性 变换 4 还 是 把 V 映 入 V 的 一 一 对 应 满 陕 射 ， 则 存在 А. 
的 递 线性 变换 Ас, 

车 线 性 空间 V 中 最 多 有 7 个 线性 独立 的 向量 ， 则 称 V ДЕ n 维 
线性 空间 ， | 

fE п ЕВЕ, НГЕ п 个 线性 独立 的 向 量 (e1,62,… ,en) 
作为 V ПЕ. 在 基 (e1,6s,…,en) 下， 任意 *EV， 可 用 基 
EF, 


' | 
X = X,@, + X,@, +e + Xyp = “хе; (2 1) 


(x; € Қ), 
基 (el,ez end PRAE Fr. Ж ,有 厅 数 组 (xi ,xz te, Xn) 称 为 x 的 
坐标 。 常 用 列 矩 阵 表 示 基 和 向 量 ， КО 


1 0 0 
7 of — | 
Хх 
х = х2 |, 
х 


V 上 线性 变换 和 4 可 用 n xn Ж ж, 
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А — А», А,, Azn 
А, Аһ, ... Ann | | | 
Ае; = > Ае, (Ах); = УА; ху, (2.2) 
іт ; | 


线性 变换 的 数 乘 、 加 法 和 乘法 ， 也 用 相应 矩阵 的 数 乘 、 加 法 
和 乘法 表示 。 当 det А-0 В, ЖЕ АННЕ А, УЕ А 
的 逆 变 换 4-!。 这 时 称 4 是 非 奇 蜡 的 。 | | 

定义 2.5 设 V 为 n 维 复 向 量 空间 ，V ELARI 奇 异 线性 变 
换 ， 当 定义 乘法 为 连续 两 浆 线 性 变换 时 ， 构 成 一 个 群 ， 称 为 n ДЕ 
复 一 般 线性 群 GLCn,C), 有 时 我 们 也 记 为  СІКУ, С). 显然 ， 
 GLO,C) 有 无 穷 多 个 元 素 。 

如 果 在 V 中选 一 组 基 (el,es n), V 中 非 奇 异 线性 变换 就 
表示 nx n 非 奇 异 复 和 矩阵 。 因 此 群 CL(n,C) 也 TE X 3 nx n3E 
奇异 复 和 矩阵 所 构成 的 群 。 这 个 群 的 乘法 就 是 矩阵 乘法 . | 

群 GLCn,C) 中 的 单位 元 素 为 V 上 恒 等 变换 ， 互 逆 ЖАН 
逆 变 换 。( 或 单位 元 素 为 nXn ВЫ, НИЛУ 
阵 。》 x | 

V 上 线性 变换 群 Ж; ‚Су, ЕУ 上 非 奇 异 线性 :变换 构成 的 
群 。 显 然 群 L(V,C) 是 群 GLCV,C) 的 子 群 ， | 

定义 2.4 群 G 到 线性 空间 V 上 线性 变换 群 LCV,C) 的 同 态 
映射 4， 称 为 CG 的 一 个 线性 表示 ，Y 称 为 表示 空间 。 当 Y 的 维 数 
是 时 ， 表 示 4 的 维 数 也 是 n。 有 时 也 把 线性 表示 简称 为 表示 ， 
ЯП 

А: G>L(V, C), | 
49.66, A Аа € LV. C) 与 之 对 应 ， 而 且 保持 C воя 法 不 
Жж, BIH 9о,9, ЕС, A 
А(9.98) = А(9,) А(9,). 
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显然 G 的 单位 元 KIo X EFV Tg R, A) = 
Cnxn。C 的 互 道 元 素 g。 和 g; ,对 应 于 Y БАЕ, А095!) = 
Аша, 
如 在 表示 空间 V Ж-Е, ИМЕН. 因 
此 群 G 在 表示 空间 V 的 线性 表示 ， 也 可 定义 为 G 到 mxzn 拭 ЕШ 
е] ЗЕЯ А» HER 9. ЕС, НЗ: AG. 523 у, 
ЖАЯ 9.,9, ЕС, 年 阵 乘法 保持 
А(4.2,) = А9.) ACI). 


С 的 单位 元 素 go 对 应 单位 矩阵 Enxn， 
100.0 


Нл. Ja #9.) МНН 
A(gi')= A(g.) !, 

Асдь) 1 АСо„) НЕ. 

任意 群 元 9。 юв БЕ BE A(g.) 应 该 是 非 奇异 的 ， 即 
det A(g。) 关 0。 设 有 -一 个 群 元 9, ЕЖЕ A det А(9,)=0, 
则 必定 有 所 有 和 群 元 的 表示 和 纸 阵 奇异 。 因 按 重 排 定 理 ， 当 w 取 通 所 
A TREIE, g g. Z 00 м P ВСВ л; Ж, 而 detA4(9p9o) = 
det A(ggp)det А(9.)=0. МЕНЯ 有 一 个 det А(0,0550, ЖЕ 
所 有 det 4(9g。) 夫 0。 故 看 表示 矩阵 是 否 奇异 ,只 需 看 任 一 个 群 元 
的 玫 示 矩阵 是 否 奇异 就 可 以 了 。 | | 

以 上 和 群 表示 的 两 种 定义 ， 实 质 上 是 等 价 В. С L(V С) 
的 同 态 ， 既 可 看 成 是 到 VV 上 线性 变换 群 的 同 态 ， 也 可 看 成 在 表示 
空间 VY 中 取 一 组 基 后 ，C ЭНЕН. ТЕРЕМ HEF, ЯН 
形式 较为 大 家 所 熟悉 ， 而 在 研究 某 些 问题 时 ， 抽 象 的 线性 空间 和 
:线性 变换 的 概念 却 是 不 可 少 的 。 以 后 ， 我 们 也 不 区 分 这 两 种 表示 
的 定义 ， 和 希望 读者 注意 二 者 的 等 价 性 。 
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202.5 ”如 果 群 G 到 群 L(V,C) 的 映射 不 仅 同 态 ,， 而且 Fj 
构 。 即 对 任 一 ga EG， 有 唯一 的 A(g。) ELCV ,C) 与 之 对 应 ， 反 
之 任 一 A(g,) € L(V, ©, ЮНЕ — 9. ЕС, Шә 表示 4 为 
BLRT. | 

ЭСЕРЛ ЕЙ С=С”, 若 A 是 G 的 一 个 表示 ， 则 4 必 是 
G' 的 一 个 表示 。 当 然 ，G 和 G' 可 能 代表 完全 不 同 的 物理 意义 ， 
表示 4 在 CG 中 和 CC/ 中 代表 的 意义 也 可 能 完全 不 同 。 

以 上 所 讨论 的 ， 公 是 群 的 线性 表示 。 近 年 来 在 研究 某 些 物理 
学 的 问题 时 ， 人 们 已 逐渐 涉及 非 线 性 表示 ， 有 兴趣 的 读者 ， 可 参 
阅 有 关 文 献 。 本 书 将 不 涉及 非 线性 表示 ， 以 后 如 不 特别 说 明 s 本 
书 中 提 到 的 表示 均 指 线性 表示 。 

例 1 任何 群 G= {9。}， 忆 与 1( 一 阶 单位 年 阵 〉 同 态 ， 因此 
1 是 任何 群 G 的 表示 ， 称 为 一 维 恒 等 表示， 或 称 为 显然 表示 。 

例 2 ЧЕН, Жш GL(n,C),SL(n,C),0Cn,C),Sp(2n， 
C) 等 ， 其 本 身 就 是 它 的 一 个 表示 ， 而 且 是 忠实 表示 ， 

#3 ito, 是 对 xy 平面 的 反射 ，Cx(r) 是 绕 z 轴 转 x 角 的 
旋转 ， 则 对 xy 平面 的 反射 群 {E,0，) ,转动 群 的 子 群 {E,C.(7)}， 
” 宏 间 反 演 群 {EB ,1}， 这 三 个 群 都 同 构 于 Z,。 如 果 选 表示 Æ HV 
为 Ra， 取 立 中 坐标 系 为 笛 卡 尔 坐标 系 ， 则 从 定 义 可 得 ， 上 面 三 
个 群 的 群 元 的 表示 气 阵 分 别 为 : 


| l 0 | (100000 
«(а | нео 1 | 
1 0 -1 
оү. -1 .0 0 
мә | неон] 00-і | 
1/ | 0 0 il о 
0 
0 
] 


| -1 0 OV o 
-| 9 | eo -| 0 -1 0 ° 
Ñ | 0 0 -1 
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> © = с с кюк > 
но — = ее = > 


ЕЖЕН БЕТАЛ Е. 


| 1 0 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 -1 


IB KF 97258] V 不 再 是 RB， 壁 如 说 ， 可 以 是 坐 $R х,у, 的 图 
Жо), ,ys 构成 的 三 维 空间 ， 其 中 如 ,是 Xx,y,z ВЈ Ж, Уз 
是 奇 图 数 ， 定 义 
А(9.)#:(7) =9:(9. 11), 151,2,3, 
因为 
А(9,)А (9. Vr) 
= А(9,0%(0417) = ACIP) = Ф(9р т) 
= Pgz r) = 000939.) ғ) = А(939.) Yr), 
故 A(g。) 是 群 G 的 一 个 表示 ， 
{4 AAE k 50 (2) = (С.А ЕНУ 
为 RR， 取 R 中 向 卡尔 CDescartes) 坐 标 和 对 为 (i ,j,k)。 则 有 表示 为 
со —siny 0 
sin ý созу 0 | 
0000 1 
015 Ds 群 的 表示 。D;s 群 除 有 一 维 恒 等 表 示 外 ， 还 有 男 一 个 
一 维 表 示 。 通 过 D; 的 不 变 子 群 {e,4,f}， 可 看 出 Ds 有 到 4 上 的 
同 态 映射 


АСС, СУ) - 


Z: {е,4,]}-—>1, 
(а,5,с->-і1, 
故 Ps 的 非 恒 等 一 维 表示 是 
_ А(е) =А(4) = АР = 1, 
А(а) = A(b) = А(0) = -1. 
这 种 通过 十 不 变 子 群 的 商 群 ， 来 求 群 的 表 不 ， 是 求 群 表示 的 一 种 方 
法 。 
另外 ， 由 图 1.1(a)， 根 据 定义 ， 可 以 取 表 示 Æ 间 V R, 
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ЖИН ККАО 点 0 为 AABC 的 重心 ，x 轴 与 BC 边 在 
行 ， 可 得 D, 的 三 维 表示 为 


1 0 O /-1/2 -v3/2 0 
А(е)=| 0 1 o|, AG)=| V 3/2 -1/2 0 
1 


» 


2400001 0 0 
{-1/2_ 3⁄2 0 -1 0 о 
АР) =| - 3/2 -1/2 >» А(а)=| 0 1 0), 
0 0 1 0 0 -1 
1/2 w3/2 0 o 1/2 - 03/2 A ` 
А() =| 3/2 -1/2 o|, мө-| уйт ~ 1/2 0 |. 
0 0 -1/ 00-0 -1 


如 果 选 x,y,z НУ 1 Жз ЖЖ 
$, = x°, $, = у", фз = 2°, 
фи ху, Фу-0%:, a= xz 
ТЕ) e ІНІ Ж, АХ 
А}: (9.)Ф;(г) = $: (9:17), 
注意 此 处 4 是 从 左边 作用 于 


Фе 


1 0 0 0 0 O 
0 1 0 0 0 O 
A= 0 01000 
000100! 
0.0001 0 
0 0 0 0 0 1 


1/4 3⁄4 
3/4 1/4 
А =| 9 и 
3/2 一 3/2 

0 0 

0 0 
1/4 3/4 
3/4 1/4 
Ad)= O 9 

| —- 3⁄2 v 3⁄2 

0 0 
0 0 
1 
0 
А‹ау = 0 
22100 
0 
` 0 

1/4 3/4 

3/4 1/4 

A= O 
3⁄2 -Vv 3/2 

0 0 
0 0 


<< ©. ке СО 


со со со e O со 


—-— 3⁄4 0 0. 
3/4 0 0 
0 0 0 
-12 o чо | 
0 -1/2 -»/3/2 
0 3⁄2 -1/2 
3⁄4 0 0 
- 3⁄4 0 0 
0 0 0 
— 1/2 0 0 | 
0 -1/2 v3/2 
0 — 3⁄2 -1/2 
о 0 0 ON 
0 0 0 0 | 
1 0 о 0 
0 -1 0 o” 
00-1 0: 
0 0 0 1/ 
3⁄4 0 0 
-w3/4 O 0 
0 0 о 
1/2 о. о 
0 1/2 - 3/2 
0 -3/2 -1/2 
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1/4 © 3/4 0 -73/4 0 0 
3/4 1⁄4 0 3⁄4 0 O 
Ассу= 9 0 1 0 O 
— 3⁄2 “3/2 0 1/2 `0 0 
0 0 0 0 -1/2 v3/2 
0 оо О 3⁄2 -1/2 
#6 Хы T BJ Ж М = (Hamiltonian) H №) xf #£ # Ж 
G=(g,),H(g;'r)= H(r), H 的 本 征 值 为 E,， 它 的 本 征 丽 数 为 
#һ„(т), и ЗЕ, 
Н(ғуу, ("Ус Е зу, (г), -1,2,", fa, 
PIEH УЖЕ, T4 x 
НР), 9'r) = Е.ф, (9217). 
ДЇ Yna Cg; 17) +, НИО ЖЕ, ERREA En. 
f, 
Ут» lga r) = > T,,(g.)0. CT), 
p = 1 
АМЕ- g, EG， 有 f, x ЖЕ ТС.) = (Т,„(д„))5 Z 对 应 ， 
rm Н. 


Í, | 
Фа» (9.94) T) = УТ, (9,9), (r) 
f, 
= Yna (9 ga't) = СУТ, (0,0%, (ga'r) 
ғ, À = 1 | 
= >. Т, (9) Ги (9), (r), 
A 9-і 
РЖ Tga) Е 
1 。 
Г. (9о9в» => T, RACALE CII | 
| 2454 | 


故 g。 与 第 阵 TCg。) 的 对 应 ， 保 持 群 G 的 乘法 不 变 。 因 此 HLH ВЕ 
БЕ, 的 本 征 图 数 ww(r) 为 表示 空间 的 基 ， 就 得 ЭН НЕДЕ G 


36 


ыы, 


的 一 个 表示 。 表 示 算 阵 的 矩阵 元 为 Ts, (9。)。 


2.2 等 价 表示 、 不 可 约 表 示 和 本 表示 


由 群 表 示 的 定义 及 例子 可 以 看 出 ， 一 个 群 的 表示 原则 上 可 以 


有 无 穷 多 个 ， 为 了 有 助 于 寻找 有 代表 性 的 、 独 立 的 表示 ， 本 节 将 


对 群 表示 的 类 型 进行 讨论 。 
定义 2.6 设 群 G={g。} 在 表示 空间 V 的 表示 为 4= 
{A(gs。)}， 对 应 每 一 个 gs， 有 了 唯一 非 奇 异 线性 变换 Aa) 
应 。 在 一 组 基 (el ,es ,… ,enw) 下 ，A4(9。) 就 是 与 g。 对 应 的 ЗЕМ 
ЖАМ, ХУ EIRE, det Х-50, ИНД 
{XA(gs)X-!}， 也 给 出 群 G 的 一 个 表示 。 因 每 个 元 Ж 0„, № 
对 应 矩阵 X ACX, ПІН ХАС ОХ ЗЕН Е Fr BE CG B) 
乘法 不 变 ， 
XA(g,.g|)X-1= (XA(g,)X XACgg УХТУ), 
表示 {XA(g。)X ~!} 称 为 {A4(g9。)} 的 等 价 表示 ， 
显然 ， 两 个 等 价 表示 的 维 数 一 定 相同 ， ваяния 
不 一 定 等 价 。 判 断 两 个 表示 是 否 可 以 通过 相似 变换 联系 起 来 ， 这 
ЯН 4 ЖАЙ. Я, лижна ая 
是 很 方便 的 。 | 
实际 上， 在 表示 空间 V 中， 选 丙 组 不 同 的 基 ， 
[В] = (el ,ez ,en), | 
[B] = (ee 6-е), 
ЗЕВС В” НЕ НЕ p 变换 联系 ， 


= D> Pijêi, (2,3) | 
i=] 


ож. V hits x, БІБІНІВ RERA rh B 3548 
为 | 
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ЕЕ 
[x ]в = [5] в’ = 

X. x 

х 1в=р[х]в’, [x в’ =p [х]. (2.4) 


向 量 按 p77! 变 。Y 中 任意 线性 变换 4， аны ыды 
MEREL LAJA], 因 


[Ах], =p LAxJ]p=p ПА Jal x Jp 
= р-'*ГАЈьрГх]в' = ГАЗ в, [z Jy: , 
ы, | 
[4]a' =p ТА). = 22 (2.5) 
亦 即 不 同 基 下 同一 个 线性 变换 对 应 等 价 年 阵 。 而 在 同一 表示 空间 
中 ， 基 的 选择 可 以 任意 ， 因 此 一 个 表示 ， 原 则 上 存在 无 穷 多 个 等 
价 表示 。 同 样 ， 在 两 个 表示 空间 V 和 V^ H, ЖУУ" By Ж 
[B81] 和 [B’] 用 非 血 异 变 换 式 (2.3) 联 系 ， 则 由 V 和 V 给 出 的 表 
示 也 是 等 价 的 。 当 我 们 寻找 一 个 群 的 全 部 表示 时 ， 只 须 考 虑 那些 
互 不 等 价 的 表示 。 
定义 2.7 ЖА БЕС 在 志 示 空间 V 上 的 一 个 表示 。 如 果 V 
存在 一 个 G 不 变 的 鞭子 空间 W( 即 W 不 是 空 集 或 V 本身)， 则 称 表 
示 4 是 可 约 表 示 。 亦 即 对 任意 yEW , (E & g, € G, 有 AUDIE 
W. АСО.) У КАИ 以 外 去 ， | 
当 V 中 存在 G 不 变 的 鞭子 空间 W 时 ， 总 可 以 在 V 中 选 一 组 基 
(e1,62," em Emir" еп), 其 中 (eez Cm) 是 WW 的 基 ， 使 对 
H Ja EC, ACG) RA mT EA 
| THE | 
С. NN,\n 行 | 
A(g.) -( | E = (2.6) 
| | 0 В,/ч% 
W 中 向 量具 有 形式 | 
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Ү т ff 
(у 25 
о/ = | 


即 A(g,) 2 EW а ЖЕЛЕ ЈИЕ. 
也 可 从 表示 撼 阵 具 有 以 上 形式 来 定义 可 约 表示 。 但 要 注意 ， 
一 个 表示 ， 只 要 有 一 个 等 价 表示 年 阵 具 有 以 上 形式 ， 这 表示 就 是 
可 约 的 。 而 这 表示 本 身 并 不 一 定 具 有 上 面 的 形式 .因为 只 有 通过 
适当 选择 基 ， 才 可 以 把 W 是 G 的 不 变 子 空间 的 性 质 用 以 上 掩 阵 形 
式 表 未 出 来 ， 
设 W 和 W/’ 是 线性 空间 V 的 子 空间 ， 若 对 任意 xEV，, 可 找到 
| yew, ZEW, МЕЙ х Ф = 
х= y +z, 
或 
V=W +W’, WAW’ = {27}, 
则 称 V З РЕ АТИ #nW ЕЖ, 16% 
“=”, 
定义 2,8 ШС 的 表示 空间 V 可 以 分 解 为 W 和 W’ 的 站 和 ， 
V=WODW', 且 W 和 W’ 都 是 G 不 变 的 。 即 对 任意 yEW ,zEW'， 
_ УЕ КАЯШ, x | | 
А(9.)УЄИ, А(9.)5ЕЙ’, 
则 称 表示 4 是 完全 可 约 表 示 ， 宕 全 可 约 表示 是 特殊 的 可 约 表示 ， 
ж пт А, 总 可 以 选 一 组 基 


(еү,е;, oCm O ml)" * ên), 


Есе, 62,5" ;Cm) 和 (Em+i , "`° , ел) ЖИИ” 的 基 ， ‚ХРЕН ЖИ” 中 


向 量具 有 形式 
БРАТ АСЕ: 
-( Із -( 。 | (2.8) 
0 sti | Z J = ft | 
表示 矩阵 А(9.) 具有 形式 ， 
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Ç (g.) 0 т 行 | | 

А(9.)= | = C (g.) B (g.), | (2.9) 
0 B(g.)/ x ft | 

H ACG EEC MBO DAEM. 

一 般 冤 全 可 约 表示 A(g.) 可 以 写 为 不 可 约 表示 AGRE 

和 . 


Alga) = Уран > 


其 中 mp 是 正 整 数 ， 是 表示 А? Cga JHE АЖ, 称 为 
ESE. 

ВН НА X = 2 3238 2, 4 Ж 
RAT ИНЕ АЖЫ LEK, ШЕКА E. 2 нр йу 
Ж. mi P ads ЕЕ, ETETEN, Чт 
不 完全 可 约 表示 ， | 

定义 2.9 设 群 的 表示 4 的 表示 空间 V， 不 存在 G 不 变 的 
ЖТА, ШАС НЯ АЈ) Эх, 或 称 为 弃 约 表示 ， | 

显然 ， WEAR 不 可 约 表示 ， 那么 A 的 任何 一 个 等 价 表 示 ， 
都 不 具有 


形式 ， 当然 更 不 具有 准 对 角 

[ 0 | 

| м, 0 В(9.) 

ЖҚ. 注意， 这 里 所 说 4(9。) 的 形式 ， 是 对 所 有 gocCG 而 车 。 

求 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 问题 ， 是 群 表示 论 的 重要 课 
题 。 


| НИЖНИЕ, “EE (ENE E, 下 
面 先 简单 介绍 8 内 积 等 有 关 概 念 ， 
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| 


设 V 是 数 域 K 上 线性 空间 ， 将 V 中 两 个 有 序 向 量 *,y， 映 为 
Ж(х|у)єЄК, хрх, у,2СУ,аєк, ЗАМ - 
(1) (х+у|2) = (x|z) + (У|2), 
(2) (х|ау) =а(х|у), 
(3) (х|у) = (g|x)*, 
222 (4) G|x)>0, 3 х550, 
ИЖ (x | уук 2 x 和 y 的 内 积 。 
内 积 空间 是 定义 有 内 积 的 线性 空间 。 
在 内 积 空间 中 ， 定 义 向 量 x 的 长 度 ]x| 为 
u |x| =V (x|x). 
若 两 个 向 量 x 和 y 内 积 为 
(x|y) = 0， 
则 称 x 和 y 垂直 。 故 内 积 空 间 向 量 有 长 度 和 互相 垂直 的 概 仿 。 总 
可 以 在 内 积 空间 选择 基 (e1,es,… en) HEZK, H 
| Ceile) = буу, | (2.10) 
本 书 中 提 到 的 内 积 空间 ， 如 不 作 特 殊 说 明 ， 均 采用 正 交 归 一 基 ， 
我 们 经 常用 到 的 欧 氏 空间 ， 是 有 限 维 实 内 积 空 间 ， 西 空间 是 
有 限 维 复 内 积 空间 ， 希 耳 伯 特 空间 是 无 限 维 复 内 积 空间 . 
定义 2.10 设 世 是 内 积 空间 Y 上 线性 变换 ， 若 对 任 意 x,yE 
O V, VU 保持 x 和 yy 的 内 积 不 变 , BMO 
| (Ых|Шу) = (х|у), | (2.11) 
ИЖИ ЖУ ЕЕ. | 
我 们 定义 内 积 空间 Y КИЕ А ЕИЯЯНАА” 为， 对 任意 
х,уЄУ, Ж | и | 
| САх|уу-Сх|А%у), (2.12) ` 
B Z ЕО ЖЖ . | 
(Ux|UUyy = (x|U*U y) = (x] z). 
H ЕЖЕН — Ж (©, 6», + ,ern) 变 为 正 交 归 一 基 ， 
(Uei|Ue;) = (е;|е;) = б, 
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Қаны а Очне, 因此 么 正 变换 乙 满足 
U+U = UU: = Е, 
Ut = 一 1， 
ВЕДУ ЕН. 在 V 的 一 AREST, UMI EU) 
Жж (ЖЕН, 它 满足 
U*tU =E, 
ХВ, 1 ЕВЕ. | 
Us Uk = ik, (2.13) . 
定义 2.11 РТАЕВСЕРІНЖІҢУ Юж, AR V FZ 
正 变换 ， 则 4 称 为 G BJ ЗК. JRHIA 8 G pJ V E Z I 36 188 BE BJ 
同 态 映 射 。 对 任意 go,gpEG， 有 AlIa), АС) 与 之 对 应 ， 而 且 
А(9.9,)=А(9.)А(9в), 
A(g.)* = А(9.) = A(g.'), АСО)" = ACI = Аба). 
ТЕН —#Н1ЕҖЖЯ—ЖТ, Або.) рр, MH | 
Аб = САС.) = Ан. 2,14) 

定理 2.1 本 表示 可 约 则 完全 可 约 。 即 群 C 的 表示 4 是 可 约 
本 表示， 则 4 是 完全 可 约 的 。 

证 明 4 是 本 表示， 故 4 的 表示 空间 Y 是 内 积 空间 。4 可 
ғ, КУНСЖУЕЮАТРЕНУ. Уа 写 为 W 和 其 正 交 补 空间 
Уве, НРУ = ФИ". 

对 任意 yEW，zEW1+， 按 定义 有 


(2.13) 


(2|у)-0. 
、 因 W 是 G 不 变 的 ， 对 任意 9. EG,A(gs)yEW,， 有 
А(0 v€ W, 
| (A(g.)z|2) = (= А*(д„)у) = (Z| A(g;1)9) = 0, 
故 | | 


| A(g.)z€ УР, | 
М G JF BJ IK ІН, #7 A 是 完 到 可 约 的 ， 
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A 可 以 写成 友和 他 + 上 文正 变换 C 和 了 的 直 和 
А(9.) =С(9.)ФВ(9.), 
Clgao yyEW, В(9.)2ЕЙ’", 
Е НИЕ. 


适当 选择 V 的 正 交 归 一 Ж, ADERARE A 
m 列 я Я] 
С(9.) 0 т 
Alga) = 2 
0 | В(9,) 
dimW =m, дім =п- т, 


或 者 说 A(g。) 有 等 价 和 矩阵 


(ee 0 | 
ХА(9,)Х-! = ° 
0 B(g.) 


Ж “有 限 维 本 表示 可 以 分 解 为 不 可 约 酉 表示 的 直 和 ， 
设 4 是 群 C 在 有 限 维 内 积 空间 你 上 的 酉 表示， 反复 用 定理 
1， 总 可 将 Y 分 解 为 G 不 变 鞭子 空 间 Vp 的 直 和 ， 基 中 ЖУ, 
不 再 包含 不 变 的 鞭子 空间 ， 即 
V< V, У, DV... 
表示 4 也 可 分 解 为 Ye 上 文正 变换 А” ЕЖ 
А(9.) = A'C(gs) DPDA' Cga), 
其 中 4? 是 G 的 不 可 约 理 表示 。 注 意 .42 和 A" 不 一 定 是 不 相同 
的 。 如 果 某 一 不 可 约 表示 A H3 трк, 我们 就 说 表示 4 包含 表 
ЖА тр, ЇЙ A? 在 A 中 重复 度 为 mp。 记 为 
А(9.)= > ,PmpA? (дь), (2.15) 
P 
此 时 对 不 同 p ЖҮР. | 
在 量子 力学 中 ， 对 称 群 保持 可 观察 量 不 变 ， 即 几率 振 幅 不 
变 ， 或 说 希 卫 伯 特 空间 内 积 不 变 ， 故 用 到 的 是 酉 表示。 而 本 表示 
的 完全 可 约 性 质 说 明 ， 如 果 能 找到 一 个 群 的 全部 不 等 价 不 可 约 西 
表示 ， 就 可 以 由 其 站 和 得 到 全 部 酉 表示 ， 这 给 求 至 部 西 表示 市 来 
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”许多 方便 。 


2.5 群 代数 和 正则 表示 


定义 2.12 ”RR 是 数 域 K 上 的 线性 空间 ， 在 R 中 可 定义 乘法 ， 

ЖН х,у,2ЄК, аЄК, А, 
(D xyER， E 

(2) x(y +z) =хучхя, (x +y)Z= xz + gz, 

(3) а(ху) = (ах)у = хау), | | 
则 称 尺 为 线性 代数 或 代数 ， 

H (ху) =x(y2) 有 时， 称 为 可 结合 代数 或 结合 代数 ， 

@J ”定义 代数 乘法 为 矩阵 乘法 ， 全 部 ?xn М, ДЫМ 
域 C 上 的 结合 代数 。 | 

定义 2,135 设 C 是 复数 域 ， G= [9,92 g.) ЖЕ. ЕС 
”原来 只 有 乘法 运算 ， 若 进一步 定义 加 法 和 数 乘 ， 即 对 任意 


| | х= > Xaa, у= > Yaa, x, F ЕС, 
НЕ 
о хчу= Ух, +9.) 9, 
ах = № (ах.)9а, 
| 22. | 
х= Droge Е 
的 至 体 构 成 一 қан Va AMRA. алы 
称 为 Ye ОН Ж. | 
下 面 ， 我 们 将 按 与 G 的 乘法 规则 一 至 的 原则 ， 来 定义 群 空间 
Ve 的 乘法 。 
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定义 2.14 1% 9а,Эв, 9, ЕС, 9.9в= 9», 
х= > хода, у= Уур, х,у Уа, 
а В 


得 x,y ВЈ ЛЯ ЛУ | | 
ху= Ў)х„д №199, = 2)x.y (agg) 
а В а В 


= > (ху),9,, (2.16) 


其 中 
(Хууу- хауас), 


ya-1y 是 向 量 y 在 9s 9, 上 分 量 。 
这 样 定 义 的 乘法 ， 显 然 满 足 条 件 
(ax +y)z =a(xz) + (у2), Жаес,; 
(xy)Z = x(y2), ХУ, Е Ус. | 
在 以 上 乘法 定义 下 ， 群 空间 Ve 构成 一 个 结合 代数 ， 称 为 C 的 群 
代数 ， 记 为 Re， Ro 的 维 数 就 是 0 的 阶 。 | Би 
若 取 群 代数 Re 作为 群 G 的 表示 空间 ， 任 意 g ЕС, 可 以 映 为 
尺 , 上 线性 变换 L(gi;)， 定 义 上 (91) 为 
L(gi)9; = 9:93 = 9к, 94,9к< Ко. (2.17) 
则 | 
1.(д;)1.(9;)9к = (9) 9;9к = 9:939к = 2(9:97)9к, 
L(9gi) 映 射 保持 G 的 乘法 不 变 ， 称 工 (9i) 是 群 G 的 正则 表示 。 当 
G E. n fr s BR EFF, LiDE п ERT. И 
由 重 排 定理 知道 ， 只 要 9; 关 9;,;, 上 (9;) 和 上 (9j;) 就 不 同 ， 故 正 
则 表示 是 GG 的 忠实 表示 。 正 则 表示 也 称 正规 表示 。 按 以 上 定义 的 
L(g;) 是 从 左面 作用 于 群 元 ， 也 称 左 正则 表示 。 
如 果 把 任意 g EG， 映 为 群 代数 上 线性 变换 KC(9i:)， 定 义 
К(а0%, 
R(g;)g;j=g;gí!=gi, 91,916 Kç, (2.18) 
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则 RC9i;) 映 射 也 保持 群 G 的 乘法 不 Ж, 


R(g yR(g;yg9<| =К(929к9;' = 9к9;'9:' 
= 9k(9;9;) ! = К(9:93) 96, 


因此 R(9iD 也 是 群 G 的 表示 ， 表 示 空 间 也 是 Re。 但 此 时 R(9i) 是 
从 右面 作用 于 群 元 的 ， 故 称 为 的 右 正则 表示 。 
例 8 ”二 阶 循环 群 Z; = {a,az = e}j， 取 群 代数 Rz, 中 自然 基 


00) 


则 2 的 堪 正 则 表示 矩阵 为 ， 
| 10 0 1 
"(с |), a=(, 2) 
取 非 奇异 矩阵 | 
> xal l 1 xal ! ех 
У241 -1 ОМА -1 О 
则 e,a 具有 等 价 矩 阵 | | 
у 1 КҮЛГЕН 1 0 
Хех -( ), Хах -(, ). 


可 见 Z。 的 正则 表示 是 可 约 的 。 
_ 99 正三 角形 对 称 群 D3， 取 群 代数 Rp, 中 自然 基 为 


> o <> o = <> 
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ДЕ ИЗ НЕ Ж 


0 0 


1 


0 0 0 0 


1 0 0 0 0 
1\0 0 0 


0 


0 0 


0 0 0 0 


1 


0 0 0 


0 0 


ы-і СО СО $ СО 
со СОО m.. С СО 
ОШО m= $ $ о 
со С <> $ m 
о o'o m © 
со > о < о 

= 

52 

““ 

һ] 
一 全 一 一 一 一 
$ С: 
= С $ 
> <= mm $ 3$ 
> © - O 
о со с> Б 
о O © $ = 

^^“ 

= 

w 

кы. 


ЖЖ 


可 约 的 ， 虽 然 从 以 上 和 矩阵 并 不 能 直接 看 出 


可 以 证 明 这 正则 表 
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2.4 ”有限 群 表示 理论 


本 节 主 要 介绍 舒 尔 (Sehur) 引 理 和 有 限 群 表示 的 几 个 EM. 
这 些 定理 不 仅 是 研究 有 限 群 表示 的 基础 ， 而 且 有 些 结论 ， 可 以 扒 
广 到 部 份 李 群 (如 紧 致 李 群 中 去 ， 
定理 2 .2( 舒 尔 引 理 一 ) СЕНЯ 空间 YY4 和 Vs 
上 有 不 可 约 表 示 A4 和 8B， МЕН 9. ЕС, AH VARA Ув ` 
性 变换 M 满 足 
| В(9.)М = МА(9,), 
则 有 | | 
D щЖ#жАЯВЖЕ ЫМ, ЖЖ M=0, 
(2) 当 M=c0 hF, ЖАЯ В. 
证 明 У 
N= {хЕ\Уд| Мх =0}, 
мн V 4。 中 满足 Мх=ОМНЕЖА хі, УМЕН. N 
是 G 不 变 的 ， 因 对 任意 xEN， 有 | 
МА(9,)х = В(9,) Мх = 0, 
К AGg.)x € N, 而 A 又 是 G 的 不 可 约 表 示 ， 故 VV 的 + ЖЕ T> 
间 六 只 可 能 是 雳 向 量 6 УЖЕ, BHN = (0)s& N = Ул. 
м Ме-У,, ШАЯ М=0,М УЖ. 当 Мао, N = 
9， 即 不 变 子 空间 以 只 有 零 向 量 。 这 时 线性 变换 M 是 从 Ya 到 Ta 
的 一 一 映射 。，M 不 可 能 将 V .中 两 个 不 同 向 量 x, 和 x; ВЕ Ув 中 
同一 个 向 量 y 。 人 否则 | x | 
| Mx, = y, M<, = у, 
Е | M(x,—x,)=0, (xi— XxX) EN. 

若 GEX, M-A N=0 #8, 因此 名 是 从 VY 4 到 Vs 的 一 一 映射 。 
同时 MM 也 是 从 V4 到 Vs 的 满 映 射 。 设 RR 是 MM 作用 于 V4 而 得 到 的 
空间 ， 
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К = {уЕУв|у= Мх,хЕУд}. О 
К УЬ МУН, Tm HB qh G ЯНУ. ЖЕН ye R, 有 
В(9.)у=В(9.)Мх=МА(9.)х = Mx’, 
Ж x EYa， 故 | | 
. В(9.)уЄК, | 
由 于 表示 8B 是 不 可 约 的 ， 故 尺 只 可 能 是 雳 向 量 或 Уж. IBM == 
0, ЖК-Ур, МЕМЕЯЖУАЯ Va ЮЖ. HM EA V , Я 
Ув) — НАЯ, ЯМ МЕ. ШВ. 
| В{9.)= МА(9«) М", 
АА я] # Ж АЯ B š tr. 
Жар А А їп В ЖӘЕ), 必 有 М--0, 这 时 Va 和 Vs 的 
维 数 Sa Тов 不 一 一 定 相同 ， 必 是 4Xoas 维 矩阵 。 定 理 证 上 毕 ， 
定理 2.5( 舒 尔 引 理 二 ) 设 4 是 群 C 在 有 限 维 复 表 лу ARV 
НУ ФУ Ж» ЖУ 上 线性 变换 M 满足 
А(9.)М = МА(д,), 对 任意 gwECG， 
则 | | 
М = АЕ, 
Вр М ж Y 上 恒 等 变 换 已 乘 上 常数 1， AEC, | 
ШЕҢ ЖІ E a M E: pr — TRER, НП 总 存在 
y 尖 0， 有 
Му=ду. | 
ЖЕУ 的 子 空间 
| У, = {УЕУ | Му=Ау}, 
Ин МАЈ №4180 ^ АЖЕН ЕЖЕН ЖАНУ, V, ЖС 不 变 
Ы, МЕ YEV,’ Я 
М(А(9,)У) =А(9.)Му=А(А(9.)у), Абд.)УуЄУ,, 
而 表示 А(9.) д: № n] 2 的 ， У =V, 因此 对 任意 xEY， 有 
Мх-2х, $k | е 
М =АЕ 


定理 证 华 。 

注意 ， КБА 只 适用 于 复 表示 人， 对 Кт АЕ | 
м. 

Яра я НВ, РЕ ВЕ КУНЕ по Е, ВТШ ЕКРАН ВЕ 
的 定理 。 下 面 可 独到 ， 在 讨论 群 表示 性 质 时 ， 舒 尔 引 理 将 起 很 大 
Я. 

定理 2 .4 有 限 群 在 内 积 空间 的 每 一 个 表示 都 有 等 价 的 西 表 
示 ， 

证 明 是 有 限 群 G 在 内 积 空间 V 上 的 一 个 表示 ， ВЕ 
Ж 20166, 有 АА 与 之 对 应 ， 且 保持 G 的 № 法 不 变 
190) = А(9(0)А(9}). 

史 x,yEV， 当 4 不 是 酉 表 示 时， Ру #1 (А (9:)х1А (90) 与 

от 。 重 新 定义 x 和 4 的 内 积 为 | 


«ір r> Жалы Асау) ; 


Жн n G 的 维 数 。 而 
<А(9:)х|А(9ру> 


= ADADI] Асд) Асау) 
і-1 | | 


[| 


ТА НАФЬ = «ху, 


这 里 利用 了 重 排 定理 ， 


由 上 可 见 A(gi) 在 新 定义 的 内 积 <xjy> 下 是 么 正 变换 。 
1262,6, ,ek) 和 (fi1,f2,… ,fx) 是 V 的 两 组 基 ， 分 别 对 旧 
AR | ) 和 新 内 积 《 | ЖЕЗІН-, Ай 
| Ceile == |>, ,7=1,2,е,К, 
这 两 组 基 由 非 奇 异 变 换 人 联系 ， 
fi = Xe, 
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对 任意 YEY,x=xiei Я Xx = xfi МИН 
<Хх| Хуу = xiy = (х|у), 
«ХАС Хх) XAD Xy) -<А(о0Хх| Аса) Ху; 
-<Хх| Ху = (х|у), | 
故 当 保持 原来 内 积 的 定义 ( | ОМ, ЖЯХТАООХ 是 西 表 
示 。 于 是 证 明了 有 限 群 G 在 内 积 空间 站 的 表示 4 有 等 价 酉 表示 . 
Х-!АХ, x | 
利用 定理 2.1， 即 “ 丁 表 示 具 有 完全 可 约 性 ”， 可 得 
Жі 有 限 群 在 内 积 空间 的 表示 可 约 则 完全 可 约 。 
220 Ж2 有 限 群 在 内 积 空间 的 表示 ， 或 是 不 可 约 的 ， 或 等 价 于 
， 儿 个 不 可 约 表 示 的 直 和 ， | 
БЕН ЖЖ ЖН ЖЕ ЕЕ S P| PJ ел, ЖЖ 
НЮ ЖЕЙ Л. | I 
从 群 代 数 可 以 引入 群 画 数 的 概念 ， 设 Re АС = {9i,!1=1， 
2,…,n) 的 代数 ， 则 Re 中 任意 向 量 x 可 以 看 成 是 群 元 9: ВИЖ, 
如 = 
х= > xigi = 2х9. 


Вен хак хор 9 — и. ККЕ 
成 一 个 与 Re 同 构 的 代数 。 对 4EC, 群 画 数 x(9;) 和 y(9;) 有 数 
乘 ， 加 法 和 乘法 如 下 ， 
| (ах) (90 =ах(9), 

(x +) (91) = х(90 + уб), 22 (2.19 


(ху) (91) = Slx(gj)y(g;lgi), 
2 | 
G B) О n 4° 35 5 k: 25 РЯ п КІН, 
9,(9;) = 9,3, 9093) = 23, **, 9.09) = nj; (2.20) 
即 共 有 7 个 独立 的 群 画 数 ， 
车 在 群 空 间 进 一 步 定 义 两 个 群 画 数 x 和 y 的 内 积 为 
-51 


$ = 1 


aly) = ES DID алу 
注意 这 样 定义 的 内 积 ， 基 9 不 是 归 一 的 ， 
енер = 6}. 


| 按 上 面 内 积 定义 ， 群 G 的 正则 表示 是 西 表示 。 ЕЖ х, уе Ro, 有 
| (L(gk)<x|L(gk)#) 


= (дк) FooolzeoZvooo) | 
- (27:09) вк) Уор) 
- PAO | | 
= Z =* (903490 = G| J. 


ЖА 是 群 G 的 一 个 5 维 表示 ， ЖООШ А», (g i) 6 С 
一 个 复 责 数 。 则 表示 人 4 共 可 产生 АЕ. 
定理 2. SERERE ЕЕ. 


= (9, б” 9") " š 
NT „A? pes, TETES „Sh, 


5+, s" , 则 有 
> А „(дӘ*А б, (gi) 一 F, дридна" 6, r'e am 
或 用 fc 中 内 积 表 示 成 _ 
СА, АА) = 9 быв, i, (2.227) 


即 不 可 约 表 示 А’ ЖА" 关 是 不 等 价 的 ， 则 它们 生成 的 群 画 数 
Ан Ар, REZ. m AL 与 自身 的 内 积 等 于 1/Sp。 
证 明 . (Е Sp 维 矩阵 С , 共 中 六 为 任意 Sp НМ, fi 
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з | 一 


C=— > A?’(g;)DA? (9;'), 
对 任意 ЄС, ЖЕУДЕН, 有 


_ А’(9рС= -> A? (93) А”ЯФОРАР(а ОУА”(аҘ ОА”) 


= A (ge) DA? (gi')A? (g) = CA? (gi). 


而 А” 是 群 G 的 有 限 维 不 可 约 表示 ， 利 用 舒 尔 引 理 二 ， 可 得 
C=AD)Es,xs,. | 

其 中 E, кз, 是 Sp 维 单位 矩阵 ，4CD) 是 与 DD 有 关 的 一 个 常数 
КОНЕ Р, ,=15, ЖАНЕ, МЖ 


С), =L ЗАВ ОА ӨРУ = Аба. 
Жи’ = и, ЖУ Ех, Ж ЖИН 
L ZA (ар АЗ, Сот!) 
_ 1 А? F 210: _ 1 б f _ š r = 45 | 
n 之 ур 9; gi) n 之 у р Ж; Р, 


| М Л =0,,' /Әр, [КИЕ 
| ТАРА = ye Snnt. 
A? 是 西 表 示 ， 故 
А? „(д !) = Ау, (g E At, (git = АСАН 
”于 是 证 明了 | 
| п 
> Ар, (9:)* Ад," (gi) = oo Ô pyle 
取 5,17 5р НЫЕ D” ЕШ С’, 
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, _ 1 r Dr As(o-i 
C и 24 (gi) А (9; Je 
С Ақа) = ХАРА’) ACD А! C93) A? (gi) 
= А'(д;) > А"(а ао)” A? (gi !g;) 


= A" (9 + > Ar (ВР! At (gr!) 
Е: | . 


| = А'(0)С', 
而 A 和 А" ЕВЕ G ЖАН ЕЕ, ЖЕМЕ 引 理 一 ， 有 
| С” ғ-0, | 
ри, +1, ЖанылежЖ, Я 


Са, ХА ‚' (9; › А? „(9:1 
| o = > Al ‚(90*А и’ ,1 (gi) = 0, 


这 就 证 明了 正 交 性 定理 ， 

定理 2.6( 完 备 性 定理 ) 设 A'(p=1,2,.…,9) 是 有 限 群 (= 
(01,9% gi, ,9n} 的 所 有 不 等 价 不 可 约 西 表示 , 则 А? 生成 的 群 
图 数 А} ‚ОНИ ЕН. | 

ШЕҢ 设 4? 的 维 数 是 5», 共有 4 个 不 等 价 不 可 的 本 表示 ， 
кенен 


| (АЛАР дни, | | 
知 以 А}, 为 正 交 基 可 构成 群 画 数 空间 Re TARV. FAEN 
V = Ro, | 
首先 Y КӨЛГЕ. 因 
L(g;j)A¿, (93) = Аз, (97191) | 
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= = 2А .(g;!)A1.(g) € V, 


Гори). ПЕЙ Жл 上 (9;) 是 酉 表示 ， 则 上 (9;) 完全 可 
HJ, V EVEZH. k VÆ Re 的 C 不 变 子 空间 ， 
有 Ra = 中” 

再 用 反 证 法 证 明 V RARE O. ір V0), ШУН 
一 不 变 子 空间 多 ,W 8 G 的 不 可 约 表示 А’. Ш ИСУ М 3 


为 Хі,Х2,%,Хс Sp? 


L(g;)x,(gi) =х.(9719:) = 24: ,(g;1)xa (gi), 
取 91 为 单位 元 e, Mi | 
x. (gi D= А: "(9 Ох, (ӘУ, 


故 WCVAV-， 这 不 可 能 。 于 是 
у= = 0, Ке= У, 
(АА, (gi)} 是 Кс 的 完 А. {Ур Ад, (9:)} 
Ж. Е Es 25 18] ВУ 1Е 2514 — A. ЖОПЕ ЯЕ olg) ЧЕХ, 
(9) 一 > аз,А%,(440, | i i 
р. P (2.23) 
аъ, =5р(А& ,|ф), 
ВЕ Burid ЕШ) НЫ 不 等 价 不 可 约 
西 表 示 维 数 的 平方 和 ， 等 于 和 群 的 阶 。 H 
бары TS on, (2.24) 
хүн ik A МЕ Е 525 |B| £ n ФЕН), H G $€ ТЕЛЕ ЖЕ, 
#2 ”正则 表示 工 (9i) 按 不 等 价 不 可 约 西 表示 A ODT 约 化 


о 


4 
L(gi) = > DSA? (gi), (2.25) 
P => 1 
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Г(92А!,(9:) = У Ар, (95) АЗ, (90), 


НЕН, ЖА, (оранж 4z 的 表示 空间 。 故 总 共 给 出 
Sp 次 A? 的 表示 空间 。， 正 则 表示 含 不 等 价 不 可 约 丁 表示 的 次 数 ， 
竺 于 该 表示 的 维 数 . | 


2.5” 群 表示 的 特征 标 理论 


А ЕЛЕ ТЕЖЕЛЕ Есей, НИЖНИЕ 
的 ， 因 此 和 表示 空间 基 的 选择 有 关 。 本 节 讨 论 的 持 征 标 理论 , 5 
表示 空间 基 的 选择 无 关 。 它 是 研究 群 表示 的 重要 且 有 效 的 工具 。 

定义 2.15 设 4={4(9。)} 是 群 C = {go} 的 一 个 表示 ， 群 C 
表示 4 的 特征 标定 义 为 {x(9。)}, 共 中 


х(д„) =trA(g.) = УЈА,,„(9,), | 


MARRE 4(9。) 对 角 线 上 元 素 的 和 X(9.) 为 元 素 9e 的 特征 
НЕА E X, Я 9 ИЕВВ 
(1) 等 价 表 示 的 特征 标 相 同 ， 
设 A= {A(g。)} 的 等 价 表 示 _ 
А’ = {ХА(9.)Х-1}, 
X (Ja) = ТА! (Ja) =и(ХА(9.) ЖЕРЛЕ 
=trA(gs) = x(g.). | 
(2) МЖА, ЖЖ КЕН. 
іх /,0,һ66, h=gfg 1, h У. 则 有 
x(hy=trA(h) =trA(g fg) 
-чат(А(ФЛАСРЮ АСУ) 
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=1т(А(д)АС/)уА(д)у Э=їтАС/у=х(/), 
ШЖШ о/о 都 具有 相同 的 圭 征 标 ， 
ДК. G 中 含 元 素 9。 的 一 个 类 ， 即 
= К,-199,271| ҒҒ g€ G), 
则 特征 标 是 类 丁 数 ， х(К.) = Х(9.). 的 单位 元 素 e 自 成 一 类 ， 
设 表示 4 的 维 数 为 5 , 则 单位 元 的 特征 标 等 于 表示 的 维 数 ， 即 
x(e) =tr(Ës;,s) = Š, 
以 上 过 诊 的 特征 标的 定义 和 性 质 ， 并 不 要 求 G 是 有 限 群 。 下 
面 讨论 当 G 是 有 限 群 时 ， 特 征 标的 有 关 性 质 ， | 
设 有 限 群 G = (g, ,9g:， ,9n} 有 9 个 不 等 价 不 可 约 表示 А? (p 
= 1,2,…,9)。A? 的 维 数 是 Sp。 表示 A? 的 特征 标 为 x'. 
定理 2.7( 特 征 标的 第 一 正 交 关系 )， H 


CX? IX) = DX gD 000) =6pr. (2.26) 
证 明 有 限 群 G 的 不 可 约 表示 4? 必 有 等 价 丁 表示 A? ,由 定 
882 54 
l ТА, 462 ЖА, „'(9;) = S. бы 0,,”, 


两 边 取 =," =v рн," 求 和 ， 莽 利用 等 价 表示 的 特征 标 相 
%, | 
ТУ У А" АНГ! (д) 


p p’ *^1 


- 10) ? (gi)*X" C94) 


- 7 ; У) ёд ва! бии! = Орг. 


д д! 


这 就 是 特征 标的 第 一 ERR £, 
注意 以 上 求 和 是 对 所 有 群 元 9:。 如 来 应 用 特征 款 是 类 БЖ, 
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把 对 群 元 求 和 ， 改 成 对 类 

= {99i9-!| 任 意 g€ G) 
ЖЖ. ЕСЕН 4 ЛХ, Ki, Kae, Ky ЖК, Жап Л 2ú 
Ж, 则 特征 标的 第 一 ЕЖЫ, 


(x? хә = 920 ХКО (Ку = pr, (2.267) 
从 定理 .7 直接 可 得 | 
ЖІ 有 限 群 不 可 约 表示 的 特征 标 内 积 等 于 1。 因 (xjxX?)7 = ` 


而 有 限 群 = {91,92,… ,9n} 的 可 约 表 示 A， 由 定理 2.4 知 4 
有 等 价 丁 表示 A, A 具有 完 奴 可 约 形式 ， 


= 2 ФтьА*. 
可 约 表示 A 的 特征 标 x* 为 
х^(91) = x“ (91) = ут 0, (2,27) 


mp 称 为 不 可 约 表示 A ERRA 中 的 重复 度 
mp= (x |А), тр-0,1,2,%: 
R2 ”可 约 才 示 4 的 特征 标 X4 ПАКЕТ. 
109 = Ут, _ (2.28) 
未 1 和 和 2 用 来 判断 一 个 表示 是 否 可 约 相 当 有 效 。 
满足 条 件 ЛСКр = f(gi) = (95 19:9) ЮНЕ 20 ЖЕ, 
其 中 g; СКАЛ. ЖЯ ЕСШ ЖК, Ж, Ж 
ЖЕЖ Ж ЖЕ ЖЕН), СЕНГЕНІ Ro 的 一 个 子 空间 ， 
| 定理 2.8 有 限 群 的 并 有 不 等 价 不 可 约 表 示 的 请 征 标 ,在 类 画 
数 空间 是 完备 的 ， | 
证 明 НЕС = = {91,92,… ,9n} 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表 示 
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为 A?,p=1,2,…,949。 由 定理 2.4 知 AP НЕН ЖА”, Z Ж 
А’? 是 群 G 的 所 有 不 等 价 不 可 约 西 表示。 由 定理 2 6 知 任意 群 本 
数 Сон НАЖАВ А) (9 


f (gi) = > а; „Ань (9). 


Ж. 


ң 1(9;) 是 类 画 数 时 ， 有 
190) = 7(9j29i91) = т 22169; дд) 


~ >) Saz, Ai „(97 9:91) 


Прву») = 


-15 S Da, A ОО; DARZ CODAL OD 


3717, #,”» À C 


ARa дош» 
5 之 244) AI CID roba» 
= 254% A, (9: = 2103,5 ? (gi) 
= DX (90, 
其 中 a? = >а}. 因此 任意 类 画 数 1(9i) 可 用 x? 展开 。 故 所 有 


不 等 价 不 可 约 表示 А? BJ ВЕ X”, АЖ ИУ с Ж. 
定理 证 毕 。 | 

ЕСН Ki, Koe, Kao 个 类 时 ，C 共 有 9 个 独立 的 类 画 
数 Л, f, ,fq , 


fiK) =ó;;, 1,] =1,2, *** g., 
fi 是 类 画 数 空间 的 完备 大， 而 由 定理 2.8 可 知 G 的 不 等 价 不 可 
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约 表示 特征 标 Xi ,Xs,"… Ха 在 类 画 数 空间 是 完备 的 , 故 有 4 = q, 

Ж ”有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 ， 等 于 群 的 类 的 个 

、 由 式 (2.24) 可 得 
S2 +52 +e +52 ЕП, (2,2479 

其 中 是 群 的 阶 , q ЖЕНЕ ЕНУ Ж, 51,52,4,54 是 不 等 价 
不 可 约 表 示 A' ,A?,… ,A 的 维 数 。 这 公式 给 有 R 群 不 等 价 不 可 
约 表示 维 数 以 限制 ， 在 求 有 限 群 的 表示 时 经 常用 到 。 

定理 2.9( 特 征 标的 第 二 正 交 关系 ) , 即 


Ух (Куу* у (К) = ði; | (2,29) 
证 明 在 特征 标的 第 一 正 交 关系 式 (2.26“ ) +, ЖАНЕ F ШУН 
阵 元 Fpi 为 | 


— 


Ғы; = [Hx (Кү), 
| n 


则 
Еж; [СКО = (Р*);р, 
(2,26 ) 可 与 为 
РНР -(ЕЕ"),р-б,р- Erp, 
š FF+=F, 
知 


detCFF+*)= |det F|? =1, 
ЕН F, МН 
Е*Е-Е, 
4 qn 
УРУР = Dx Кожи" (Куу = бу), 
r=] r=] 
于 是 证 明了 定理 2.9, 
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НЕЕ НАСИЛИЕ НЕ, 
作为 类 画 数 给 出 一 个 表 ， 称 为 C 的 特征 标 表 。 特 征 标 表 的 每 一 
行 ， 是 一 个 不 可 约 表示 А? 对 应 不 同类 Ki BJ E fE АХ (K OG = 

2,… ,4g)。 特 征 标 表 的 每 一 列 ， 是 群 的 每 一 类 元 素 K 在 不 等 价 
不 可 约 表示 А? 中 的 持 征 标 x?(Ki) (p=1,2,…,9)。 在 类 {Ki} 前 
标 上 该 类 元 素 个 数 n;。 由 于 有 限 群 G 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 等 
于 群 的 类 的 个 数 ,因此 等 征 标 表 是 一 个 正方 形 表 。 其 形 如 表 2.1， 


表 2.1 ШЕ 
1 Ki} по {Ko} .... n. { K; } 
41 x1(K)) Х1(К,) .... А Х1(Ка) 
А? x x2 (K) x2 (K,) ИСЕ х2(К,) 
| и 


44 Шы | х9 (Ко) э... Xq(K.) 


НЕМЕН Ж-Е АЛЕ 26 Ж, WARE pR НЕ РТ 
ВЕРНУ ЕЕ 2 2 6. 
ауу (КӨУ KO =n бу, 


i=l 


9 
Уп" СК" (Ку) =n sije | 


ЕЗ ЭЕ ЖЕ В ЖЕН, ӘЗІНЖЕЗЕІЕІЮ МЕНЕ: 
BEM. 

G — A BZ RRF ERER, NEITH Е 示 A! 的 
特征 标 ，X (AD = 1]。 第 一 列 给 出 群 的 单位 元 Же В БЕЛЕ Ёк, 
Хх? (е) =5piop 是 表示 A” 的 维 数 ， | 

例 10 ПИЖЯЖСО G ={а,а*,.. at= ey Л 尔 群 ， 每 个 
元 素 目 成 一 类 ， 共 有 叶 个 类 。 因 此 有 联 企 不 等 价 不 可 约 表示 。- 由 
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式 (2.24’) 知 每 个 表示 都 是 一 维 的 。 设 A 是 G 的 一 个 不 可 约 表示 ， 
则 
4(e) =1= А(а") = [А(а)]*, 

Асау = ехр[(121/п), 1=0,1,-.,(п- 1). 
共有 nn 个 A(a) 和 值 ， 每 个 值 对 应 一 个 不 等 价 不 可 约 表示 

А? (а) =ехр[ (р - 1)2л1/п |, р=1,2,-* п, (2.30) 

hn С,-(Сұбя/2),С,(л),С,(3л/2),С,(2л)-е) 的 特征 标 

表 见 表 2.2. 


32.2 С, 群 的 特征 标 表 


iC(n/2) 16(л) . 1С (37/2) 
А1 | 1 2204 1 1 
А2 1 i . _ 1 _ i 
A3 l 020-1002 1 | -1 
А% i — i | ~ 1 i 


9111 正三 角形 对 称 群 Ds， 共有 3 个 类 。 由 例 5 知 道 它 有 
两 个 不 等 价 的 一 维 表 考 。 再 由 式 (2.24 ) 可 知 ， 三 个 不 等 价 不 可 
约 表示 维 数 满足 Si+Ssi+3S3=6， 因 此 还 有 一 个 二 维 的 不 等 价 
不 可 约 表 示 。 这 样 就 可 以 得 到 Ds 特征 标 表 的 前 两 行 和 第 一 列 。 
利用 正 交 关 系 就 可 求 出 第 三 行 的 另外 两 个 特征 标 ， 见 天 2.3。 用 


2.5 D, НЕ 


14} | 244} 344} 
А1 1 | 1 1 
А2 1 1 – 1 


A3 2 x3 (4) ХЗ (4) 


”第 1 和 第 2 列 正 交 ， PJ № НХ) = -1, 用 第 1 和 第 3 列 正 
交 ， 可 解 出 x*(4a) =0。 计 算 结 果 又 可 用 第 2 和 第 3 ЖЕ Ж, Pl 
及 行 与 行 间 正 交 来 进行 核对 ， | | 

从 例 5 中 DD; 的 三 维 表 示 可 以 看 到 ， 它 正 是 人 和 4 的 直接 
Яя, МД. 的 二 维 表示 АЗ 为 


220 1/2 - 3⁄2 
nosh i). Y - 1/2 ) 
зе fy — - 1/2 3⁄2 3 
АЗК Ж” ү» ), Ақа) = ( 
A3(b) =( 1/2 03/2 \, _ Аз(с) -( 1/2 “ы 
3⁄2 -1/2” - 3⁄2 -1/2 


Аз 的 表示 空间 是 定义 О, [б ху Жш, LRR Z MH BE 是 选 基 为 
(i,7) 时 得 到 的 。 


2.6 ”新 表示 的 构成 


本 节 讨 论 用 群 的 已 知 表示 来 构成 群 的 新 表示 的 问题 。 这 里 只 
介绍 群 表 示 的 吾 积 、 囊 积 群 的 表示 和 子 群 诱导 出 的 表示 ， 
我 们 知道 ， 一 个 7n 阶 条 阵 A=(ax) 和 一 个 mn 阶 夭 阵 B= 
(РФ) ШЙ ЈАВЕ С, B 
С = (ско = АВ = (а,Ь) 
(1,(-1,2,--,п, ),1-1,2,.",т), 
С ж тп А, ЖАЯР Ел Cijri ЕЖЕ Ёк t # kl $A 
记 。 当 用 一 个 指标 来 标记 C 的 焦 阵 元 上 时， 可 以 规定 
a B aoB жө а„В 
a B а.В .. ав 


1 
г 


C = AQB = 
a, B a, В .... a, В 
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显然 这 种 规定 与 其 他 规定 只 差 一 个 相似 变换 ， 即 只 是 把 行 和 列 同 
时 对 调 而 已 。 通 过 直接 计算 可 以 证 明 ， 两 个 单位 矩阵 的 相 积 是 单 
МЕМ» ЖАЯ МЕ БІНЕ) HN ERE RE E 
БИЕ. TEE AV ADERARE, В ӘҢ ВО 是 阶 相 
АННЕ, MA | 

(АОХӘВОУ(АСОӘВООУ = (400407GCB(DBt (2 31) 
ЕЛЕНЫ, ш АА, жрк: At 和 
AD 的 乘积 。 

设 群 G={… ,go，…} 有 两 个 表示 A={…,ACg。),…} 和 B= 


` | ЛОТОРЕЯ ТЕЗ ВЕ ACJM B (g ,) B Ë #R 


С(9.)=А(9.)69В(9.). 
ДАН RA CC) e) =C， 保 持 G 的 乘法 规律 不 лр. 
对 任意 Ja, JEC, E | 
C(g.)C(g a) = АСд„)б9В(д„) [А(9,)60В (98) 
= [ГА(9.) А(9,) 69[В(9.)В(9,)] 
= А(9.93) 08 (9.93) =С(9.9в). 
因此 C 也 是 群 G 的 一 个 表示 ， 是 表示 4 和 号 的 张 量 积 表示 。 设 表 
ЖАВ НЕВЫ хе 和 X?， 则 张 量 表示 C 的 特征 标 为 ， 
009.) =trAG(g.)trB(g,) =Х^(9.)х8(9.), (2.32) | 
如 果 A 和 B 分 别 是 有 限 群 G 的 不 等 价 不 可 约 表示 ， 则 由 特征 标的 
正 交 性 定理 ， 可 得 | | | 
СУ = (С? |х) =1, (418) = 0, 
而 
|0) = DX Саа) „ух? ga) xe) 
一 般 不 等 于 1 , 故 C 一 般 是 G 的 可 约 表示 。 
ШЕ С = { 9.6) ÆRE G, = (g, a ДІР: G, = (9%) НУ ІН ЯН, А = 
{4(g91o)},B.= {В (9, >} ЯЕ G, ШС, ñp— Ж. ШЕИ 
Ë С(9.р) = АС9,.)0В(9,,) 
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是 6G 的 一 个 表示 。 对 任 一 9gop EG， 有 CC96p) 与 之 对 应 。 而且 对 
Увр,Эа’ в’ ва, § 
C(g.#)C(9a: р, ) 
| = [А(91.)69В (9. в) СА (91а, УСОВ (9зв. )] 
= ACJ aJa )@9B(g, 9.2.) 
=А(91а, СЭВ Cg) = С (9. ве). 
其 中 91а, = 91а91а'› 928. = 9зв9ор.. КО ={С(д„»)} 保持 C 
”的 乘法 不 变 ， 是 群 C 的 一 个 表示 。 设 x4 和 x3 分 别 是 C, 和 G, Ж 
示 和 4 和 如 的 特征 标 ， 则 直 积 妊 和 表示 C 的 等 征 标 为 
х (g. 20 =trÀA(g, )trB(g, ) =x1(9,.)X2(9; 0), (2.33) 
щА В 391 2 G, 和 Cs 的 不 可 约 表 示 时 ， 


(x° |x) = ———- D У ЖООК x° ааа) = = 1, 


Жир n #im B: G, 和 Gs 的 价 。 因 此 表示 C 是 G 的 不 可 约 表 示 。 因 
ЭН ЕЖ ЕН, РАС, R G, BJ ЖЫЕН ИНЖ. 
故 直 积 群 = С.С, МӘЛЕ ЖЫ Жк, H G, 和 G, 的 不 
等 价 不 可 约 表示 的 直 积 给 | 

在 求 群 的 表示 时 ， 还 常 利用 群 和 其 子 群 的 表示 间 的 关系 。 设 
Сеты, НЕС т +. 已 知 

А={А(9)|9ЕС} 
Ë G 的 一 个 表示 ， 则 | 
А|н= {А(%)|ВЄ H) 
是 有 的 一 个 表示 ，A1s 称 为 4 到 H 上 的 缩小 ， A 和 Als 的 特征 标 
x 和 xa 满足 Xa(h) = ХОН), ЧА СВТ ГЗК, 
(х|х) = = 1 — 2 X*(g)x(g) = - 1, 


Путев 


(Хн[Хн) = 1 НТО ТО, 
h < G 


却 不 一 定 是 1， 而 且 往往 大 于 1，4|a 一 般 是 豆 的 可 约 表 示 。 
ВЕ ВЕРЕН РЕНИ 上 的 一 个 表示 ， ШЕН КІН, Ж 
УЕСт- Т ЖУ, 
(1) 也 的 表示 空间 Y ， 是 以 和 = (9} 为 定义 域 ， ТҮҮ 
的 画 数 空间 ， 而 且 满 足 条 件 ， 
= (717069) = ВОЮ) 09), ВН ВЕН, 9ЕС}. 
(2) U 对 V 中 向 是/ 的 匠 用 为 
| UCD FIC = f(g9”9). 
下 面 证明 这 样 定义 的 U， 确 实 是 GG 车 V 中 的 一 个 表示 。 对 任意 
gEG， 有 U(g9) 与 之 对 应 ,而 且 当 (9”)EV Вр, fgg) =9(9”) 
也 属于 Y , 因 | | 
Ф(ВЬд” у= fhg” g) =B Кд” 9) =B”), 
її B. U 还 保持 G 的 乘法 规律 | 
[U(g')UCg)f](g”) = [UCg')f] Со") = [0697 91 (g”) 
= (9707 ) = 709"9' 9) = [U DINI. | 
ЖІ/- ЗО} {Са :V 宏 间 的 表示 。 U RAAH R RBY 
Нл, Же 602, U’ 或 U3. | 
由 ?及 其 表示 空间 V 的 主义 ， 可 以 在 V 中 选 一 组 基 erj， H 
给 出 U? 的 表示 矩阵 。 设 万 的 右 F E # Hg = He, Hg, =, Hg, 
ЖАС, HP 91,92, *** ,91 是 陪 集 串 中 选 定 的 代表 元 。 设 把 线性 
zz B| V pk 1 ЛУЖА ХМ, 
M: f—(/f(9),f(9,.),-. ,1(91)}. 
利用 条 fE f(hg)= B(h)f(g), МЕЛ 1(91),f (92),*…* ,f(gi) 可 
ЕН}, Мея. НАУ 1 4 W BJ É. A. iX 
(eea "= 64} 是 W 的 一 组 基 ， 则 可 选 V 的 基 为 
е, СОк) = jkr, 1<</,5<4, 1<ғ<й, (2,34 
УВЕ 12, URREA 
[08 (0)е,; 1096) = e,;(gk8) = €r; Agi) 
= В(н)е, ;(9;) = B(h)e,, (9k) 


66 


其 中 gk9 = hg;, Ж#Н] б; = 0,6 jat = дка. 

因此 

gx = 9к = #9197) = #9397, #=9т99;\. 
于 是 | 


I 


й 
[Ов (о)е, ; | = > > U5(g)s m т}°з' т’ 


m' =] s" =] 


04, 
= > > T B(gA99i 1) тат. 


т=18=1 


. B(g.agg;'), 4999; € H, 
В (9.99; ') =f | 


`O, 40,99;1е4Н, 
Ua(g)smri = В(0,00) sr. _ (2.35) 
ЖЕН ЖН) F FZ 为 011,621» ""041,012022,7 ,649,611,0621, 
…，eal。 则 U3(g) 由 1x 1 4 HERI A Ee EE Н, 


В <9.99:) B(g91992°) + В(9,99:') 
(9) =| В (9,991) В (999:') … В (929911) | 


В (919911) В (9:995!) ... В (919911) 
| (2.35’) 
透 导 表示 的 特征 标 x” 为 


Ф 
x1 (g) = іт 08(9) = >, trB (9,99;'). 
ў = 1 


tr B (hg;g(hg;) D = tr B (9;99;'), 
设 在 4 中 与 9 同类 的 元 素 共 有 nç D, WA Kğ, M 
X (g) -145 tr B (1917) 
LEG * 


п 


=— S trB (9), (2.36) 
9 


Пк 


设 x ЖАН Жл В ИРЕЙ, ЖИР 
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xP (491), Ħtgt EH, 

0, yK 

也 的 一 维 恒 等 表示 Xx?(4)= 1， 对 任意 he H, ik K; 类 共有 mg 个 
TREFH, н ИННЫ 


tr B (191—1) = | 


пт 
— (2 36’) 


xg) = 


请 时 才 示 _ 般 是 可 约 的 ， 下 面 时 介绍 的 间 罗 宾 尼 斯 (FrobeaL 
ius) 互 易 定理 ， 将 指出 如 何 把 它 分 解 为 不 可 约 表 示 的 直 和 。 
”定理 ?.10( 弗 罗 宾 尼 斯 互 易 定 理 ) 设 4,B 分 别 是 群 GC 和 其 

+ 群 互 的 不 TARR, ШАЯ «рж ЖР BHE Аф | 
的 重复 度 ， 

证 明 设 X4,Xx?,X7?,X 分 别 为 表示 А, B ,Us,Als 的 特征 标 ， 
则 4 在 U? 中 的 重复 度 为 


Cx41X2) =" (9)х7(9) 


g € dq 


и" oS tr (іе) | 


IEG tEG 


= 2 Sx" (921849) (хі, 


(ХЕ: ВЕЛ] R AE EF, 定理 证 上 毕 ， 

0112 D, ТН = {e,d,f} 是 三 阶 循环 群 ， 共 不 可 约 表示 
В RIERA | 
_„Х8(е)=1, | х°(ду= ехр(12л/3) =E, 

x? (f) =exp(i4a/3), 
由 这 不 可 约 表 示 B8 诱 导出 D, 群 的 表示 U? ‚ОВ ру Е 标 H 5 
(2. 36) 给 出 
х°(еу=2, "а =-1, х”(а)-0, 


这 与 从 表 2.3 算出 的 特征 标 六 一致 。 由 式 (2.35) 可 以 得 到 U3 下 
68 | 


НЯ: 
e= (1 mon( 5) 


oo 人 өс у 


po 人 woes) 


这 与 本 章 例 11 中 的 二 维 表 示 是 等 价 的 ， 
因为 子 群 的 阶 低 于 群 的 阶 ， 一 般 说 求 子 群 的 表示 上 比较 容易 ， 


奢求 诱导 表示 也 是 求 群 表示 的 常用 方法 之 一 ， 


69 


第 三 章 点 群 


”点 群 对 研究 分 子 结构 和 晶体 结构 起 重要 作用 ， 因 而 在 化 学 和 
固体 物理 中 有 广泛 的 应 用 。 点 群 在 工程 结构 力学 中 也 有 许多 应 
用 。 不 仅 如 此 ， 点 群 作 为 有 限 群 的 例子 ， 对 理解 群 及 群 表示 论 也 _ 
是 很 有 意义 的 ， | | 


5,1 三 维 实 正 艾 群 
欧 针 空间 是 定义 有 内 积 的 实 向 量 空间 。 三 维 欧 氏 空间 Rs 中 


任意 两 个 向 量 r,r'， 在 选择 Ra 中 一 组 正 交 -жа,/, Юл, 
可 用 列 和 矩阵 表示 


т 5r WARA 
(г. ыы 
Rš 中 向 量 的 长 度 为 


| = (г. ›мз=(Уухї) 


向 量 r 和 7 ЭЕ 满足 
соз ф— (г • г’) |||. 
Rs 中 正 交 变换 ， 是 保持 К? 中 向 量 长 度 不 变 的 线性 变换 。 对 
任意 rE Rs， 正 交 变 换 0 满 足 = 
70 


| Or=r' Є Rš, 

(Or + Ог) = (r ° т), 63.10) 

Оз Н 3З3ХЗЯ СОО ж, iZ E К, E K 条 件 
(3.1) 可 写成 


О“О--Е, . (3.2) 
或 | 
SO, O, = буу, _ (3.25) 
| k = 1 
由 式 (3.2) 可 得 
det(Ot!tO)— (detO!)X(detO)—(detO52= 1, 
故 | | 


4еО = +1, 
因此 正 交 变换 0 изя, НИЖЖО ‘И, (3.2) 
可 得 

O 1=0:, (3.3) 
正 区 变换 不 仅 保 持 向 量 的 其 许 不 变 ， 还 保持 任意 两 个 向 量 r pir’ 
HARTE, H 
| (От. Or')=(r + О Ор) (гг), 
因此 正 交 变换 也 保持 任意 两 个 向 量 的 夹 角 不 变 。Rs 中 一 组 正 交 归 
一 基 ， 在 正 葡 变换 下 变 为 另 一 组 E 26 1 — Ж, 

三 维 实 正 交 群 0(3,K)， 有 时 也 记 为 0(3)， 是 以 R 中 全 部 
正 萄 变换 为 群 元 。 设 0; 和 O, 是 两 个 正 交 变换 ， 群 的 乘法 定义 
№, ЖЕ О.О, 为 先 实行 02:， 后 实行 О, 的 总 变换 。 乘 积 0,0: 也 
ЖЕ ТА, N | | | 
(9,O,)! (O,QO,)= O;O!O,0,= E, 

ООО НАМ В СНЕ. НР R° 中 正 交 变换 与 三 维 实 
IE ЗС ЯН: A — — 5] М НАНОВА РЛ RB E: ЯН, Ek = HE SE IE 2ë 
年 阵 的 全 体 构成 的 群 ， 与 0(3) 辣 构 ， 也 称 为 0(3) 群 。 从 抽象 群 
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的 角度 看 ， 同 构 的 群 是 一 祥 的 。 故 以 后 说 ОСЗ) , a 括 一 切 与 
0(3) 同 构 的 群 。 
ОСЗ) 群 中 全 部 行列 式 为 + 1 的 正 交 变换 ， 组 成 0(3) 的 一 个 
不 变 子 群 ， 称 为 三 维 实 特殊 正 交 群 ， 记 为 SOC3,R) 8 50(3). 
| 50(3) = {(0Є0(3) | де O=1), ` | 
R? 中 任 一 组 正 交 归 一 右 ( 左 ) 手 基 ， 在 SO(3) 群 元 作用 下 ， 变 为 
另 一 组 右 ( 左 ) 手 正 交 归 一 基 。 设 1 是 2(3) 的 空间 反 演 元 素 ， 


-і 0 0 
TI 一 | 0-1 0|, detľ=-1, 
0 0-1 


空间 反 演 群 { 有 ,站 也 是 "0(3) 的 不 变 子 群 。 空 间 反 演 群 {8,1} 与 二 
RERE +1, -1}9%. ОСЗ) 到 二 阶 循环 群 的 同 态 映射 ， 
由 detO 二 土 1 HE, MAE SOG). AMOG) 到 反 演 群 的 
НА, Fd £ É 50(3> 群 。S5O(C3) 群 和 陪 集 1 SOC3) y 
尽 了 0C3) 群 。 事实 上 ，0(3) 群 是 SOO) 群 和 空间 反 演 群 的 直 积 
Ж. о 
с 0(3)=50(3)®{Е, 1}, 
定理 3.1 对 任意 9ESO(3)， 可 在 Rs 中 找到 向 量 k， 使 gk 
=k. | | 
ШЕН 14265005), det g 二 1。 现 证 明 齐 次 方程 
(g~ E)k=0 | 
有 解 。 由 
det(g— E)—det(g— E! —=det(g! — Е) 
—det(g-: – Б) = det 07! det( — Еудесо - E) 
. ` = ~det(g- E)=0. 
因此 本 征 方程 gk— k 恒 有 解 。 定 理 证 毕 。 | 
ЗЕЯ ЖЕНЯ ОЕ Е, W| k RERS Wk 足 本 征 
方程， 当 取 ЮЗ 中 正 变 归 一 坐标 条 为 (i,j, 上 时， 满足 件 条 (3.2) 
HIA R ЕЕ ЕМЕ A 
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cos ў -siny 0 \ 
-| sin J cosy 0 |-С,Су/). 《3 .4) 
| 0 0 1 | | 
从 解析 几何 知道 ， 正 交 和 矩阵 (3.4)， 正 是 绕 k НЕЕ К 
乡 角 的 转动 矩阵 C, (0). k 称 为 9 的 转动 轴 ，y RAR OSS 
r。 常 用 的 方位 角 9,9 标志 向 8 А, H 0<0<x, 0<%<2л, | 
SO(3) 群 又 称 为 转动 群 ， 任意 行列 式 为 1 КЕ С НЕ 21,9%» 
是 是 КЗ 中 的 两 个 转动 矩阵 C a Ct), C，( 加 )， ІПЗЕ ЖІ 9,9, Н 
30C3) 群 乘法 的 封闭 性 ， 必 对 应 К° 中 的 一 个 转动 С, (р), 
ССС, VY) = ССр). 
Ап k, y ЯП А, ‚у, А, у 的 关系 是 很 复杂 有 的。 
在 R 中 车 取 另 一 组 正 交 归 一 坐标 对 (i ,j , 7) , 它 与 基 G, 
7 ,&) 用 正 交 变换 CQ- 联系 。 设 在 坐标 系 (i,j,k) 中 ， 转动 矩阵 为 
C,《y)， 则 在 坐标 对 (i ,j,k') 中 ， 转 动 矩 阵 为 GC (0! М 
同 坐 标 条 的 转动 第 阵 具 有 相同 的 迹 ， 且 只 与 转动 角 风 有 关 ， 与 转 
# k ER. | 


x  ы(Обсро-о=иб(=1+20089, (3.5). 

在 S0(3) 群 中 ， 与 元 素 Ci( 妇 属于 同 ЖЖЖ 
9'С g T, g AEE SOC3) 的 元 素 。 由 定理 3.1 知 

| С.С) ЁЁ, 
故 | 
9'С.(4)9’—1(9’ Е) = (9' В), 
ЗЕ g C ,(0)g' ЗН g k. 由 式 (3.5) 可 得 

tr(g’ CY)g9’ TD = 1 + 26039, 
故 元 素 | 
| 2”С,007/71-С;,, ОУ). 

因此 SO(3) 中 所 有 具有 相同 转动 角 y К, ВЕРН —З 0, 
OSPE, 

对 0O(3) 群 ， 不 仅 有 转动 元 素 р), ЖЕ ICOM 
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动 反 演 元 素 ， 对 任意 ОЄО(3), det 0 二 1， 当 O 为 转动 元 素 ， 
det O= -1， 当 0 为 转动 反 演 元 素 。 设 e=det O， 则 对 任意 0(3) 
ЖО, УС, ІС, С) Ку ЯРО | 
ОС„(ф О-1=С,,(%), 

0O1C (бт, о, (9). | 
即 在 0(3) 群 中 ， 所 有 具有 相同 转角 的 转动 元 素 是 一 Ж, MAR 
有 相同 转角 的 转动 反 演 元 素 是 一 类 。 式 (3.6) 的 证 明 作 为 # 习 请 
读者 去 做 。 


(3.65 


42 点 М 


点 群 是 三 维 实 正 交 群 0(3) 的 有 限 子 群 。 如 果 点 群 只 含 转动 
. 元素， 则 称 为 第 一 类 点 群 ， 是 转动 群 SO(3) 的 有 限 T И. ШЖ. 
点 群 除 转动 元 素 外 ， 还 含有 转动 反 演 元 素 ， 则 称 为 第 二 类 点 群 。 
点 群 G 是 0(3) 的 有 限 子 群 ， 那 么 过 Rs 中 任意 一 点 7 С, 
道 ， 是 Rs 中 有 限 个 离散 的 点 。 故 点 群 是 离散 对 称 群 。 由 于 OC3) 
保持 原点 不 变 ， 故 点 群 也 保持 原点 不 变 。 
定理 3,2 ИНСЕЕ k п Е, С 
由 元 素 C ‚(т/п №. | 
ШЕҢ ШСЖ С,00,) (120,1, ,nn 一 1). 其 中 0 二 0， 
OOD EG ERLER, 设 最 小 的 正 转 角 为 0,， 总 可 写 
0,=m,0, + Pi, 
Hh 0<9;<0,, т; 为 正 整 数 。 
因为 | 
С.Т" СС, 99201-С.(%0, 
故 9; 也 是 可 能 的 转角 ， 又 要 比 0, Л, МАЯФ-ф-0. FE 
б-т;б, тұ-0,1,“,П-І1, | 
пб, —=2л, 9,--2л/п, 
EMEY. | 
{4 


ЖС, (п/п) БОКС». ПЕНУ nate 

轴 ， 群 元 С,Ол/п БЖ Cr, ШС, ЕН Ж{С,,С:,С3, 
…,C*-!1,C: 二 EE} 构 成 的 n 阶 循环 群 。 | 

由 上 面 的 讨论 也 可 看 出 ， 若 a 是 无 理 数 , 含有 转动 角 为 2r/a 
的 传动 元 素 Cs(2r/a) 的 群 ,不 是 有 限 群 。 利 用 空间 反 演 了 SEZ 
群 任意 元 素 O 的 可 交换 性 ， 可 看 出 含有 转动 反 演 元 素 ГС, (21/0) 
的 群 也 不 是 有 限 群 。 点 群 作 为 0(3) 的 有 限 子 群 ， 只 可 能 含有 由 
C,(2x/n) 和 IC,(2n/n) 所 生成 的 元 素 ， 共 中 7 二 1,2,…。R: 中 
任意 一 点 ， 在 点 群 元 素 作用 下 ， 变 到 与 其 原始 位 置 等 价 的 点 ， 因 
此 点 群 的 元 崇 也 常 被 称 为 对 称 操作 。 与 对 称 操作 相关 联 的 Rs 的 
子 集 ,被 称 为 对 称 元 素 . 点 群 折 有 可 能 的 对 称 元 素 , 分 为 以 下 四 类 ， 

(1) ERI, Ж1С,„(2л/пу 7 为 1 的 持 殊 情况 。 对 称 元 素 是 
反 演 中 心 ， 反 演 中 心 在 原点 9 二 (0,0,0)， 在 了 作用 下 不 变 ， 

(2) 对 平面 的 反射 vs， 是 7C(2r/m mm 为 2 的 特殊 情况 . 
对 应 的 对 称 元 素 是 反射 平面 ， 反 射 平 面 以 R 为 法 线 并 且 过 原 
点 9。 对 称 操 作 o, 将 Rs 中 的 点 对 反射 平面 进行 反射 。 反 射 平面 
在 反射 下 保持 不 变 。 有 时 也 用 О, 表示 反射 平 面 。 显 Нс, = 
IC, CT)》， 可 得 о; =Е | 

(3) 转动 Cn вр C, OND, k рп ЕЙ, 是 对 称 元 
素 。 有 Cn， 必 生成 C?， 017',С1-Е 67 Ж. КЕ 
操作 Ск, C2, =. „СЁ, r miska. | 

偶数 阶 转动 轴 Can， 由 于 C2。 二 Cs， 故 必 同 时 存在 Cs #8. 

(4) 转动 反 演 ICa, ШІ ІС(2л/пУ)(п--3,4,Ә,1ІС, Еп 18 
数 或 奇数 时 ， 生 成 的 寺 称 操作 是 不 同 的 ， | 

ІС, ЕЖЕ С.,СІ,е,СІ, E 和 转动 反 演 元 素 
ІС,, „Са, 4” ,CC 而 ІС; 生成 转动 元 Ж: Contl „Сато, 

.,Сізы,Е 和 转动 反 演 元 素 ІС, к Cint’ Мс, Í, 

转动 反 演 的 对 称 元 素 为 k, k 称 为 转动 反 演 轴 。 注 意 А 在 转 

动 反 演 下 经 过 对 原点 的 反 演 ， 故 不 是 不 变 的 。 另 外 从 С, 的 情 
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况 可 以 看 出 ， 转 动 反 演 轴 ІС, 的 存在 ， 关 不 意味 着 转动 轴 Cas 和 
Би Г ЗЕ, ПА С, НО. М ЖАКЕ БОЛАН 
IC, a+ 的 存在 ， 意 味 着 分 别 存在 转动 轴 Сазы 和 空间 反 演 1! , 
在 有 些 文献 中 ， 用 转动 反射 9， (т/п) 来 代替 转动 反 演 
1C.C27/n)， 其 中 
S о,С,(О2л/т)-ІС, (олп m), (3.7): 
定理 3.3 是 点 群 ,天 是 C 的 转动 子 群 K=GN S03), 
则 存在 三 机 可 能 ， | | 
(1) С=К, GÆ ӨТІ IR +3t. x 
(2) СК, G&16 XW G 38 1, 166, ШС KUIK, 
(3) СК, СЖ E 0k ЖІ, Ig G, ШС 与 转动 群 
Gi=KUK+ 同 构 ， 其 中 
K+=(1g|g€ G, g€ K). . 
“证明 G 是 0(3) 的 有 限 子 群 ， 对 任意 9EG; 由 det 9= +1, 
可 给 出 G 到 二 阶 循环 群 {+1, 一 1} 上 的 同 态 喘 Я. det g 二 1 的 全 
体 元 素 给 出 同 态 核 上 二 G6 门 30(3),。 Йа G тжен ж 
+1, ME G=K, Æ% 1 юне | 
人 否则， uG 中 有 元 素 行列 式 为 _ 1 hF, СМК ЖК 的 一 
个 陪 集 所 穷尽 。 这 时 如 果 Le G, ДГК 和 的 和 和 集 就 是 G ， 
这 是 第 2 种 可 能 。 
反之， 如 16, 则 一 定 可 以 找到 -个 转动 如 скуе, 
К%--119|266, g€ Ky, ЖА Kt 全 部 由 转动 元 素 组 成 。 由 于 
ІЕС, КҰПК-іФ) ЖІ g€ K+, ge K, 0-19” ЄС, 
g EG， 有 TEG， 与 假设 1&G 矛盾。 由 同 态 核定 理 还 可 知道 ， 
К+ 入 有 同样 多 个 元 素 . 将 G1 二 KU Kt 的 元 素 写 成 1'g,9EG， 
"j g€ K Bf, е-0, 当 g€ K WF, е-1, G+ 中 乘法 满足 
x 1®\9,1*%0,—<1*1**2 010», | 
注意 1%—1[%—Е] НЕЕ, НД 
也 是 .因此 不 仅 G 中 一 个 元 素 g 唯一 对 应 C+ 中 一 个 元 素 g, 
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H Gt —^жЖ\ Iç, ЧЕ x G rh— 3638 9, ЯН 保持 
乘法 规律 不 变 . 因此 Gt 是 与 GG 同 构 的 竺 动 群 ,这 是 第 三 种 可 能 ， 
定理 证 些 ， 

从 定理 3.3 可 以 看 出 ， 如 果 求 出 了 全 部 第 一 类 点 群 ， 则 由 第 
“工种 可 能 可 以 直接 找到 含 工 的 第 二 类 点 群 。 如 找 不 含 上 的 第 二 类 
点 群 ， 则 应 先 从 第 一 类 点 群 中 ， 找 有 到 二 阶 循环 群 上 同 态 映 射 的 
群 C+， 再 利用 第 三 种 可 能 ， 得 到 与 Gt 同 构 的 第 二 类 л 群 。 这 
点 群 就 是 不 含 了 的。 因此 定理 3.3 给 出 了 从 第 一 类 点 群 求 第 二 类 
点 群 的 方法 。 


3.3 第 一 类 点 群 

第 一 类 点 群 只 含有 转动 。 设 G 为 第 一 类 点 群 ，G 有 转动 

Ah C. CC ө, т=2,3,+#, Cn, Е ЖС, ,С:і,, 
‚Сі 1 等 非 恒 等 转 动 元 素 。 由 于 Rs 中 原点 Ө 保持 不 动 ， 因 此 
НН С, С n,，… 均 相交 于 原点 9。G 的 各 元 3 由 群 的 乘法 相 
联系 ， 因 此 各 对 称 操作 间 要 满足 一 定 的 制约 关系 。 如 取 第 卡 儿 从 
Еж» (i,7,k)，G 若 存 在 两 个 互相 垂直 的 二 阶 轴 C。 二 C (тм), 
С=С, (л), MAR С.С, =С, (л), 4580 13 Е C,Ch № 
ЕН ИА С, б), X SERI G 若 存 存 一 个 三 阶 轴 Cs= 


с, (= =) ,和 一 个 与 其 垂直 的 二 阶 轴 C:=C,(r). 则 由 乘法 CsC:， 


СС, 知道 ， 必 存在 另外 两 个 与 Cs 垂直 的 二 阶 轴 C СС, ЯС" 
一 C2C，。 下 面 将 各 对 称 元 素 间 的 制约 关系 ， 通过 第 一 类 点 L 
足 的 基本 方程 反映 出 来 ， 

| 如 果 以 原点 为 球 心 ， J r ФАТЕННЕ 5,, r>0, ЖҮЛ: 

的 点 映 到 S, F. GH n М ЯС, 55, 2 г, ЖП —r r, 

和 -r; Е с... C3 ee, Chi 作用 下 不 变 ， 称 >, 和 -rè 

元 素 C, Сі)", Cri-! 的 极点 ， 而 ri; 的 迷 向 子 群 为 Gi= 
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(CC Ст, =E), ЗИЕЖ 9266, M 
901,9 GT) = (9т;), j=1,2, ,Nl 

p] Жы, т, 的 C 轨 道上 的 点 Ог, 是 元 素 9C; g! WDR yt gr, 的 
ЖА С": yta 9С':9 1. ШЕЛ E 0 3: Sú А 
是 同 构 的 ,所 以 gG" ig 也 是 一 个 阶 循环 群 ,gr ,也 是 一 个 ns 阶 - 
31-5 S, 的 交点 。 设 6G 的 阶 为 n 。 从 定理 1.8 3, г, 的 G 轨 道 
上 共有 n/ni 个 点 。 这 n/ni 个 极点 对 应 (ni 一 1)n/2ni 个 非 恒 等 转 
动 。 而 由 G 的 阶 为 n， 知 总 的 非 恒 等 转动 为 n-1 №, iZ S, E 3 
有 | 条 极点 的 G 轨道 ， 则 有 


或 
{ | | 
SIG-1/n) =2(1-1/п), > (3.8) 


1 


其 中 n>n., АМ — 3 k pik E ВО 77 8. 它 给 出 
群 G 的 阶 m 和 可 能 存在 的 转动 轴 的 阶 ni 的 关系 。 | 
具体 计算 表明 ， 在 条 件 1/2221/п;221/п 下 ,只 可 能 有 !=2 或 

3 。 一 共有 下 面 五 个 解 ， 
当 =2, Ж (3.8) 为 
2 


— 


п 


1-1 
пу n, 


— 
mp 


ит 
(1) п, =n,=n, n=2,3,., 


[= 3, 2003.8) 5] 


п п, п, п.’ 


取 п, <п.<пз, 1/п,21/п.21/п;. ШАҢ n 23 无 解 ,因此 n= 
2, 而 n,>4 时 也 无 解 ， 故 ns 只 可 能 为 2 或 3 РА. ` 


(2) пу-2, П)-2, Пұ-п/2, п-2,4,6,"". 
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(3) n, =2, n,=3, ns=3, п= 12, 

(4) Пу-2, п,=3, ns=4, п= 24, 

(5) п,=2, n,= 9, Пұ-5, n=60, 
当 пу>6 时 也 无 解 。 下 面 分 别 讨论 这 五 个 解 。 

(1) C, ## | | 

[=2, ni =n =n, =2,3。 人 至 部 极点 分 为 两 个 轨道 ， 而 
且 每 个 胃 道 上 只 有 一 个 极点 。 这 正 是 以 一 个 nn 阶 轴 为 对 称 元 素 的 
C, ЖЕ. С,-16,,02,,СІ7!,Сі-Е), Жал ЖАЯ. ЕНУ 
АС», Қ-1,2,%,п, Ж--Ж, Ж#Н n Ж, 

(2) 二 面体 群 Dn | 

[=3, n=2m, n, =2, П,-2, n. =m, ® Ин 2 ЖСН, 
Н.И ля Ея 8 m Л л, Пет АСИНО, 
Ян. W ООВ ЕЖЕН, ПЕ тїн 1 S, № 3 
点 ， 而 这 两 个 极点 在 同一 个 轨道 上 ， 说 明 必 有 一 个 二 阶 轴 СЫР E 
Cn ЗН. МНЕНИЕ, тус СЬ”, СУ, ене, 
С” EPE Сл ЕН. Е ЯЗЮЕЕ НЕЕ 2085ЈЕ 
方形 对 称 群 , 正 是 二 面体 群 ОЖ. D; С D, 群 ) 的 三 (或 四 ) 
个 二 阶 轴 都 与 其 三 (或 四 ) 阶 轴 垂 站 ， | 

在 二 面体 群 中 ， 由 于 与 Cm НЕЮ) ЩН) ff Е, Съ 与 
Са 是 一 类 , СА 5 С° 是 一 类 …… 而 且 夹 角 为 n/m 的 二 阶 轴 是 
一 类 。 于 是 , 当 似 为 奇数 时 ,单位 元 是 一 类 ， CaCa “是 一 类 ， 
R=]1,2,… ,Cm 一 1)/2, 全 部 二 阶 轴 是 一 类 ， 共 有 (m+ 3)/2 类 。 当 
т 为 偶数 时 ， 单 位 元 是 一 类 ，Cn,Cm Æ Ж, К=1,2,, 
Cm 一 2)/2,Cm? 是 一 类 ,m 个 二 阶 加 分 为 两 类 ， 共 有 3+ m/2 Ж, 

《3) 由 面体 群 二 

[=3, n=12, ni=2, п = 3, 73=3, 全 部 极点 分 为 三 个 轨 
道 。 第 一 个 轨道 上 村 六 个 极点 ， 是 三 个 二 阶 轴 与 交 点。 第 二 
和 第 三 轨道 上 各 有 四 个 极点 ， 是 四 个 三 阶 轴 与 Sr 38 м. 1%"), 
72 73 ,Ts 是 第 二 个 轨 遵 上 的 四 个 极 后 ， Cs,Cs3,C3,C3 是 使 rj ,Ts， 
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Ya 14 分别 不 动 的 三 阶 转 动 。 如 Car=ri， Cara = ға, Саға = ғ, 
Q = Tas TAR rral = [ni ral = hrir , ЖІ Су, 
СС; 的 fE 用 ， 可 以 证 BJ 71,72,78, 
С: r, жо, 上 等 距 分 布 的 四 个 点 。 以 它 
们 为 角 顶 可 做 成 正四 面体 ，! 就 是 正 
四 面体 对 称 群 .图 3 .1 给 出 正四 面体 。 


Cs 一 
它 有 四 个 角 项 ， 四 个 正三 角形 表面 和 
r KREW., MEA ARAR R ri 


ӘЯЕЕ-ТЕИН, ARAR 
中 点 连 线 是 一 个 二 阶 轴 。 

四 面体 群 了 的 每 一 个 对 称 操 作 ， 
可 看 成 是 对 角 顶 r ri Tar, BTE. 如 


] 2 3 4 1234 
С, = ( с.) 
1 3 4 2 4213 
1234 . /1 2 3 4 
С; 一 | | ), C3 一 | ), 
2431 3 1 2 4 
А 1 2 3 4 1234 
(и) =Í ), 
2 1 4 3 3 4 1 2 
] 2 3 4 “1 2 3 4 
(1200) (1359 
242430211 1234 


他 部 写 出 工 的 元 素 可 以 看 出 ， 了 是 群 S 的 偶 置换 子 群 。 利用 对 
称 群 的 理论 或 直接 做 乘法 ， 可 得 到 工 的 元 素 分 为 以 下 四 个 类 ， 单 
位 元 {E},{Cs,Cr,C2}, (63,С6;,С;,63)ЯҚС63,64%,6;2,635). 

(4) AMRO | 

[=3, n=24, Пі-2, П,93, ns = 4, = кий Ти 
道 。 第 一 个 轨道 是 六 个 二 阶 轴 与 =， МЗТ Ж л. 第 二 
ишле =И Sr 相交 的 作 个 极点 。 第 三 个 轨道 是 = п 
阶 轴 与 5, 相交 的 六 个 极点 。 设 r， (1-1,2,4-,6) 是 第 三 个 轨道 
上 的 六 个 极点 ，C4,Cs,C4 Я г, 和 m，rs 和 m，rs 和 re 不 
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НУІ BT #2 sb, ШС. ЕТ,, Сага = т», Сз = Р, Сат, = ке, 


Сүтӊ=т,, С,талғ;, 可 以 得 到 |та = |т„—ту| =|г,—гу| = 
|в = ril, | 23 — r i = |F; ә | = тт | = |re и» |, **°. AEC i, 


СВЕН, 可 以 证 明 ri 中 ， 任 
意 不 在 同一 四 阶 轴 上 的 两 点 间距 
Еш, 故 以 ?71,7;,… ,re 为 角 
顶 可 做 成 正八 面体 ，0 就 是 八 面 
体 群 。 图 3,2 给 出 正八 面体 ， 它 
有 六 个 角 顶 ， 从 个 正三 角形 表面 
ЖИР. АРНЕ 
线 是 一 个 四 阶 轩 ， 两 个 相对 表面 
中 心 连 线 是 一 个 三 阶 轴 ， 两 个 相 图 3.2 
МЛД ТІР. 

从 图 3.2 可 以 看 出 ， 作 立方 体 使 正八 面体 内 接 于 它 ， 八 面体 
的 角 预 正好 位 于 立方 体 六 个 表面 的 中 心 。 作 面体 与 立方 体 有 相同 
的 对 称 操 作 。 立 方 体 两 个 相对 表面 中 心 连 线 是 四 阶 轴 ， 两 个 相对 
角 预 连 线 是 三 阶 轴 ， 两 个 相对 生 边 中 点 连 线 是 二 阶 轴 。 

同 四 面体 群 一 样 ， 八 面体 群 2 的 每 一 个 对 称 操 作 ， 可 以 看 成 
EA НТИ rir, re 的 一 个 置换 。 如 | 


1 2 5 4 5 6 1 2 3 4 5 6 
C=( : ) C=( ) 
| 1 2 5 6 4 3 3 4 5 6 1 2 
2/1 2 3 4 5 $ 
с, ) 
N 4 1 2 6 5 


因此 O 〇 是 对 称 群 Se 的 一 个 子 群 ， 利 用 对 称 群 的 理论 或 直接 做 乘 
法 ， 可 得 八 面体 群 共 有 五 个 类 ，{BE)，{C9 Ce e, CP), 
(Cs ‚Су? ,ee ‚СУ „СР? C2 ee CW), (С,,6%,С;,С%,6)5, 
C43} 和 {C?,C4? ,C4s?} 各 为 一 类 ， 
(5) 三 十 面体 群 Y 
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[=3, п=60, ni =2, п. =3, п,=5, лылы 
道 。 第 一 个 轨道 是 15 个 二 阶 轴 与 S, 的 三 十 个 交点 。 ЖОСА 
是 十 个 三 阶 轴 与 5; 相交 的 二 十 个 极点 ,第 三 个 轨道 是 大 个 五 阶 
H S, 相交 的 十 二 个 极点 , 设 其 为 ri (1=1,2,*…,12)。 设 Cs 为 
一 个 固定 r, fi r; 的 五 阶 转 动 ， 而 且 Cs 作用 是 把 极点 rayrs,ry， 

O Pora HIT Te ,ra ri ri К, НЗ: i,r 与 rs,75， 
Рт, Т СВР, 76,78,2710, 712) E ЕАН | 
等 。 考 虑 所 有 的 五 阶 转动 ， 可 以 得 
到 ， 任 一 极点 т P E ur I 点 距离 
相等 。 因 此 以 rr， т, 极 点 为 
和 角 顶 可 做 成 正二 十 面体 ，7Y 就 是 二 
面体 群 。 图 3.3 给 出 正二 十 面体 。 它 
有 十 二 个 角 顶 ， 二 十 个 正三 角形 表面 
和 三 十 条 秩 边 。 两 个 相对 顶 角 连 线 是 
一 个 五 阶 轴 ， 两 个 相对 表面 中 心 连 线 
是 一 个 三 阶 轴 ， 两 个 相对 边 中 点 连 线 是 一 个 二 阶 辆 。 

把 正二 十 面体 相 邻 两 面 的 中 点 连接 起 来 ， 形 成 一 个 正 十 二 面 
体内 接 于 二 十 面体 。 正 十 二 面体 有 二 十 个 角 项 ， 十 二 个 正 五 边 形 
表面 ， 三 十 条 秩 边 。 正 十 二 面体 与 正二 十 面体 具有 相同 的 对 称 操 
作 ， 它 的 商 个 相对 表面 中 心 的 连 线 是 五 阶 轴 ， 相 对 角 项 的 连 线 是 
三 阶 轴 ， 相 对 边 中 点 的 连 线 是 二 阶 四， 

二 十 面体 群 Y 共 有 五 个 类 , {Е}, {С?,С?,..,С ы S), 

{Ce ,CR СУ, СУ CEE e, CIOE), {СО Cs, е, 
C% Со, Сю, CH 和 “Соз, СӨЗ oo CH2, Соз, 
Coe, С} + ДЖ, - | 

第 一 类 点 群 基本 方程 (3.8) BU h. BE, BRI 2 WB p] BË BU ЖЯ 
Ж. ENERE Ca СИ О.(п>2, МЕЖЕ 
Т, ЛЕВО НИНУ. | 
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3.4 第 二 类 点 群 


利用 定理 3.3 的 第 二 种 可 能 ， 从 第 一 类 点 群 ， 可 交接 写 出 
ZEREA 的 第 二 类 点 群 KUIK， 有 下 面 五 种 

(1) C UTC， 

是 阶 为 2n 的 阿 贝尔 群 ， 它 的 每 个 元 素 自 成 一 类 ， 共 有 2n 个 
Ж, | 
(2) D, UID,, ат. МЮ, Я п+3 к, 
щ п ЖА, 41056 个 类 。 

(3) TUIT, WAT, 群 。 阶 为 24。 共 有 从 个 类 。 

(4) OUTO， 称 为 Oh 群 。 阶 为 418、 共有 十 个 类 ， 

(5) YUIY， 称 为 Yh 群 。 阶 为 120。 共 有 十 个 类 ， 

利用 定理 3.3 的 第 三 种 可 能 ， 从 第 一 类 点 群 中 ， 找 出 有 到 二 
阶 循环 群 上 同 态 喘 射 的 群 作 G+， 根 据 不 含 反 演 元 素 的 第 二 类 
ARG 与 G+ 同 构 ， 即 车 G+=KUK+,， 可 求 出 G=KUIK+。 而 
第 一 类 点 群 中 ， 只 有 Cin, Dns Den 和 OO 有 到 二 阶 第 环 群 上 同 态 映 
射 ， 它 们 分 别 给 出 下 面 四 种 第 二 类 点 群 ，; 

(6) 5 Con 同 构 的 第 二 类 后 群 

С, 群 包含 C, 群 为 其 不 变 子 群 。Cs AEZ ИЖЕ 
ЖЕЕ, НК НЕ K+ 为 ， 

К-С,-(Сі,-С,, С, = С, ,C082 = СІЗ,СИ-Е), 
K+ = {Can Са, "СТЕУ, 
与 Con 同 构 的 第 二 类 点 群 为 CUTK+， 
IK+ -(16,,,1С%,,,Ң,1 C317), 
是 阶 为 2n 的 呵 贝 尔 群 ， 共 有 27 个 类 。 

(7) 5 D, 同 构 的 第 二 类 点 群 

D, 群 以 C, 群 为 其 不 变 子 群 ，Da 到 二 阶 循环 群 上 的 同 态 映 
HERAK 和 陪 集 K+ 分 别 为 
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К-С,-(С,,Сі,-,Сі71,Сі = E), 
K+ = {СС 6..0), 
5 D, 同 构 的 第 二 类 点 群 为 , | 
{CnC +» Съ С = БСУ ICR? e Су}, 
其 阶 为 2n。 当 nn 为 奇数 时 ， 有 (Cn+3)/2 个 类 ， 当 n 为 偶数 时 ， 
有 3+n/2 个 类 ， 
OO 5 D,, 同 构 的 第 二 类 扣 群 
Р, 0, 为 其 不 变 子 群 。D2。 到 二 阶 循环 群 上 同 态 映射 的 
E K Еж 天 + 分 别 为 ， x 
K = D, -(C2,=C,,Ct 0+, С = САТ, 
С;«=Е,СФ,СУ?,...,С Зу, | 
K+ = {Cin Сі, „С, С, Cs), 
Жз Don Я» | 
(C, Cfn ee, C3172, ECR CP eee CP} 
ИІС, Cn, 6, ІС 1С) С), 1С"), 
其 阶 为 4n， 有 n+3 个 类 。 | 
(9) 与 0 同 构 的 第 二 类 点 群 | | 
O 以 四 面体 群 了 为 其 不 变 子 群 。O 到 二 阶 循环 群 上 同 态 映射 
的 核 K 和 陪 集 K+ 分 别 为 
К -Т- (Cs, C% Co, 0252 人 ‚Су? ‚С??? С”? 
E, CP, С? 082}, | 
К+={С\Р?, С} ‚С? ‚С? CES CE СИ), С... ‚Суу, 
与 O 同 构 的 第 二 类 点 群 为 
(CG), с“) 9” ‚С? ‚С? ‚С\2?? ‚С? Соз, Ё, CP, Co2 
08221] СЧ), IC) СЧ {Ca IC? IC?) ICO) 1С), 
| ‚ IC%)), | 
是 24 阶 群 ， 有 五 个 类 。 | 
以 上 利用 已 知 全 部 五 种 第 一 类 点 群 和 定理 3.3， 求 出 了 公 部 
九 种 第 二 类 点 群 ， 这 样 就 求 得 了 全 部 点 群 
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过 去 在 研究 晶体 时 ， 通 用 能 夫 利 (Schoenflie) 分 类 ， 现 在 有 
些 文 献 中 仍 采 用 它 。 另 外 能 夫 利 符号 与 对 称 元素 有 直接 关系 ， 了 
解 它 也 有 助 于 理解 点 群 。 我 们 在 此 作 简 单 介绍 

在 能 夫 利 分 类 中 ， 用 式 (3.7) 的 转动 反射 代替 转动 反 演 ， 


5-5. (27) ос, (2) =, (жа), 


‚кп кешин, Ален ая ани 
主轴 ， 主 轴 的 方向 取 为 垂直 方向 。 而 点 群 了 ， 则 以 一 二 阶 轴 为 
主轴 。 与 主轴 垂直 的 平面 称 为 水 平面 ， 用 on жж. 过 主 Әй PJ F- 
面 称 为 垂直 面 ， 用 cv 或 cd RR. 

注意 奇数 阶 转 动 反 射 轴 Sonti 生成 转动 元 Ж Спа, С , С2а+1» 


Сын, "С; ,1,E 和 转动 反 演 元 类 1C( таз) rc( уа ). 


.721 一 1 | 2п + 3 Ап + 1 
е» І ( ) І ( - ) s.. І ( ) 
; C TE 2" ‚Обь, С ИТЕ? 2х |,e, С ТЕ? әл 218 


数 阶 转动 反射 轴 分 Se 和 Sana 两 种 情况。S4n 生成 转动 元 来 


Con Сіз, Сга, *** ‚ C2» ! ;上 和 和 转动 反 с ік ж RIC 2r ), 
3 _ O 
ГС (2 2 ),--,ІС (21-1), S u 生成 转动 元 Ж Czn+1 = 


С2 пло, Ста, СЗ ада» СЗ» at E AIPE Bh LITE R 1C( 2 оп + 1 2r ), 


9 3 әп u 
el ) .. Í ( ),1 其 中 | 
тат}, тъ" ‚1° әп + TI 2" ° “УХ 


5а ЖЕЖ ІІ би Г, 

在 第 二 类 点 群 中 ， 对 群 了 ,On У, ЖТ, Y 的 一 
个 二 阶 轴 C, 和 O 的 -一 个 四 阶 轴 为 主轴 ， ЖА ЖЖ IC, ЖИС: 
对 应 于 水 平反 射 面 0,。。 所 以 能 夫 利 符号 Th,0s 和 Yn， 表 明 
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它们 可 通过 对 群 了 ,0O У 加 下 对 水 平面 的 反射 而 得 到 ， 与 D, 
ІН НУ ЕД (72(С,,С2, e, CT ELU {ICP ICP ..., 
IC), АС, @ И, СИС, С), CP ERKE E, 
”全 部 轴 交 于 原点 ， 两 相 邻 二 阶 轴 夹 角 相 等 。7CU%)， 是 垂直 于 СУ 
ЕН Ей БЕЛО (= 1,2,…,n)。 即 共有 个 垂直 反射 面 ， 而 
Н С, ФИЙ. ЕЮ АС, НАЙЗ А рс Яра о), 
可 由 Cn,C?,…， 作 用 而 得 到 公 部 05Y。 因 此 能 夫 利 分 类 把 这 
类 点 群 称 为 Cn。。 表 示 是 对 С„ 群 加 上 过 主轴 的 垂 站 反射 面 С, 而 
得 到 。 与 0 同 构 的 第 二 类 点 群 (9){C6 Су, E COO, 
„ОС. ICO peee, ICU! ee ICO). Е 
М АТС 为 主轴 Со), CO RARAS O 垂直 ， 因 此 在 
ІС), 1С) 中 有 两 个 垂直 反射 面 。 事 实 上 ， 只 要 取 一 个 重 
让 反射 面 ca， 可 由 了 与 ou 的 乘积 而 得 到 人 双 部 转动 反 演 元 素 。 因 
此 能 夫 利 用 符号 Ta 表示 与 O 同 构 的 第 二 类 点 群 。 
| 引进 转动 反射 轴 Sw 后 ,可 以 看 到 第 二 类 点 群 Conai U Conti, 
可 以 由 一 个 转动 反射 轴 Зан АЕ Е Е ЖР К бин. 
而 与 Cin 同 构 的 第 二 类 点 群 (6)， 可 由 一 个 转动 反射 轴 San E 
成 ， 在 能 夫 利 分 类 中 称 为 Sow 群 。 | 
而 Сҙ,1) ІС, Ж, ВЕЛ ІС, = =. ЧАН С,, 与 Ch ` 
而 得 到 ， 故 能 夫 利 将 其 记 为 Сол Ж. 而 与 Cint A$ ja] 构 的 第 二 
类 点 群 ， 存 在 元 素 ICi -6,. НЕЁ С), Бо, 相 乘 可 以 得 到 
”整个 群 ， 在 能 夫 利 符 号 中 为 Cos+t n. 
RE Dan UID,,, ARE ICy =0,. Ан Don 15 9, 可 以 得 
到 整个 群 ， 在 能 夫 利 符号 中 记 为 Dn sp。 当然 Dinn 还 存在 2n 个 
PEIE ICP, e, ICY. Ри, 同 构 的 第 二 类 点 群 (8)， 含 
有 和 群 元 (Ся: = GX. H Danyi 和 an 可 得 整个 群 ， 在 熊 夫 利 分 类 
中 ， ТЫР, Dort he m H. H D,, +, h 县 有 群 元 
{Cantr Chai "Саал, Eott s Ср ГО Аы "ШІСІ } 
可 以 看 出 ，D 2п+1 h 存在 转动 及 射 轴 я-а» Mi Deon h 只 存在 
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С 转动 轴 Сэн. Dantin 还 存在 (2n +1) н БЕЯ 1С, ГС, 
. Св). 
ДЕ Ола Ола % # йй; 1 ,但 不 含水 平反 射 而 On, 
有 2n+1 个 垂下 反射 面 1C2 IC)... IC Ir). Я 
面 与 水 平面 的 交 线 正好 是 二 阶 轴 C20 C)... CF 的 分 角 线 ， 
记 这 种 垂 相 反射 面 为 0e ,08 ,… g et), ESE EA О ы 和 一 
个 0 就 可 得 到 整个 群 ， 因此 在 熊 夫 利 分 类 中 ， 把 这 群 记 为 
Danyi de Оли ЖЕН 
{Conti C np" Сала, Е Ола, ГО я-а, ** ‚1С? ‚1, Ө}, 
包含 转动 反射 轴 Santas У Dan 同 构 的 第 二 类 点 群 ， 群 元 为 
{C2n, Cins’ ‚вз ‚С 4-2, Е Си) Су)... Сот 
Сн, ІС," IC 1 ICR IC а. ICS}, 
其 中 ICP, ICYO 是 2n 个 垂直 反射 面 ， 而且 与 水 平面 的 交 线 
正好 平分 二 MACD OY OZER А, Жо, 
0e")。 事 实 上 只 要 用 он; 5 Dyn 即 可 得 整个 群 ， йс 用 RER FIF 
号 Dan a nin, BE Dan a 包括 转动 反射 轴 S... 


在 能 夫 利 分 类 中 ,人 双 部 第 二 类 点 群 分 为 以 下 九 种 ， Son Cans 
Саһ, Баһ, аа, nOn, Y h FO Га. 


5.5 晶体 点 群 


理想 晶体 是 由 会 同 的 结构 单元 ， 在 空间 无 限 次 重复 而 构成 ， 
其 结构 用 晶 格 来 描述 。 Н, 总 可 以 找到 三 个 线性 无 关 的 
[н] Ж а|,а;,а;, 过 空间 任 一 ж” | r 的 晶 格 ， 由 ха 组 成 ， 其 中 


a= ууа, п02 0,1,2, 


同一 个 晶 格 ， 基 本 向 量 wm ,az а 的 取 法 可 以 不 同 ， 但 h r+ a ME 
成 的 晶 格 是 相同 的 。 所 谓 晶体 点 群 ， 就 是 把 晶 格 映 为 自身 的 点 
群 。 一 个 晶 格 ， 在 晶体 点 群 作 用 下 不 变 ， 而 且 重 有 一 点 不 动 一 
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ЯУ ч | =), 
定理 3.4 (最 体 制约 定理 ) ІС E. IK RK PE, СН 
元 素 只 可 能 由 Е,С,,Сз,С4,Сь 生成 ， G 中 的 转动 反 演 元 素 只 可 
БЕШ I IC, IC, IC, IC, ÆR, 
证 明 设 晶 格 工 是 G 不 变 的 , 工 的 基本 向 量 为 a Gi = 1,2,3). 
则 对 任意 266, A 


да; = Са}. 
j=l 


ga; 在 了 上 上 ， 必 要求 Ci = 0, 士 1, 士 2,…。 而 G 是 0(3) 的 子 群 ， 
故 gEO(3)。 由 式 (3.5) 并 考虑 到 空间 反 演 矩阵 [， 可 以 得 到 


tr(G;;) = >S Ci = +(1+2 cos №), 


y 是 元 素 9 对 应 的 转动 角 或 转动 反 和 镇 角 。 可 以 看 出 |trCCi | < 3 
且 是 整数 。 故 созу Я НЕЕ: 0, 1/2, +1. У Ян нЕ 1/2, 

л/3,2л/3,0,,", Лос Я НИЯ Е,С,,С,,С,,С ЕЖ, 
Реду ял ж А РГ BË ЕН 1, IC, IC, IC I, IC, 生成 。 定 理 证 些 。 

有 了 晶体 制约 定理 ， 就 可 以 从 全 部 点 群 中 找 出 晶体 点 群 。 
体 分 析 可 以 得 到 一 共有 32 个 晶体 点 群 。 第 一 类 晶体 点 群 кн 
С;,Са,С,,6,,49,,0,,0,,,,Г,0, 第 二 类 晶体 点 群 9,51, 
OO Сәл Сал Con ба sav Саз Сөз, Dan Ров Ба 0а. 
Da,Dsa,Th,On, 了 Ta。 每 个 晶体 点 群 称 为 一 个 

在 晶体 学 中 ， 名 用 到 晶 条 来 对 显 格 进行 分 类 ， жат. 可 
能 在 许多 晶体 点 群 了 不 变 。 用 章 格 的 全 面 对 称 点 群 ， 也 就 是 安 的 
最 大 晶体 点 群 ， 来 对 晶 格 进行 分 类 。 两 个 晶 格 的 全 面 对 称 点 群 若 
是 ОЗУ Ы Е, ПЕРА НАА B РН — аа А. 可 以 证 明 ， 
АЖ S. Coa Don ， уалы аа, д, 可 以 作为 晶 格 的 全 面 对称 
点 群 ， 因 此 共有 七 个 晶 系 。 结 及 见 卖 3.1， 
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223.1 ВЫ ЕЕ Sh ЕП ЕЕ 


昌 系 (全 面 对 称 群 ) | ЖАНА | к м в 
ЕЗУ 7а 
| % 1 
Сор 2/т 
в ФРЖ (C > x) С; 2 
Cik m (= 2) 
Оо, ттт (2/т 2/т 2/т) 
Ж (Da) 22 222 
C2， тт (тт 2 ) 
а, 4/ттт(4/т 2/т 2/т) 
Са 4 
54 4 
24 Я} (04) D4 42 (422) 
Сау 4тт 
Сак 4/т 
Dog 42т 
Dsa 3 m ( 3 2/m) 
56 3 
= Я # (Ds a) G | 9 
| Сз» 3m 
D, 32 
Der = 6/ттт(6/т 2/т 2/т) 
с, 6 
ЖҮ 6 
Z< Я Ж (Обь) Coh 6/ т 
Сб, Smm 
Ds 62 (622) 
| Рз һ | 6 т? 
О, т3т(4/т 3 2/т) 
23 
下方 系 (04) 0 43 (432) 
| І, т3(2/т3) 
Т; 43т 
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在 晶体 学 中 ， 现 通用 国际 符号 标记 晶体 点 群 .在 国际 符号 
中 ， 用 转动 反 演 1C,(27/n) 和 转动 反 演 轴 作为 对 称 操作 和 对 称 元 
素 ， 与 在 能 夫 利 符号 中 ， 用 转动 反射 Se(2r/m7 和 转动 反射 轴 А 
作为 对 称 操作 和 对 称 元 素 是 不 同 的 ， 国际 符号 中 ， 用 字母 X 表 示 
多 阶 转动 轴 ， 用 数字 1,2,3,4,6 分 别 表示 一 ,二 ,三 ,四 ,大 阶 转 动 
轴 。 用 字母 上 加 一 ХХ иск ЕШ в, 
2,3,4,6 分 Е —, =, =, М, КИН. НТК 
反射 面 。 事实 上 m = 2。 而 反 演 中 心 就 是 1 。 转动 反 演 轴 和 转动 
反射 轴 间 有 下 列 关系 ， 

3 = Ses 4 =$,, 6 = S,, | 

用 国际 符号 标记 晶体 点 群 时 ， 一 般 首先 写 出 其 主轴 XXX 或 X , 
如 果 有 一 组 同类 的 二 阶 轴 5 E #h ХО Ху) ж ИЕ, із Х2 (或 
Хо) 如 果 有 两 类 二 阶 辅 与 主轴 尖 垂 站 ， 记 为 X228 如 果 反 射 面 
是 过 主轴 X (或 式 ) 的 垂直 反射 面 ， 记 为 Хт Хт), 如 果 过 主 
轴 X 有 两 类 垂直 反射 面 ， 记 为 Хтт; 如果 反 射 面 是 和 主轴 X E 
让 的 水 平反 射 面 ， 记 为 Хт: 如 麟 有 垂直 反射 面 叉 有 两 组 水 平 
反射 面 ， 则 记 为 X/mrm。 用 国际 符号 标记 点 群 时 ， 应 遵守 不 重 
复 的 原则 ， 只 需 写 出 为 确定 该 点 群 所 需要 的 最 少数 目 的 对 称 元 
素 。 如 C, in 4, Seil 03, Ca м №6; 如 Ds 记 为 32，T 
记 为 23， D, 记 为 622; С, іп ZJ Sm, Со» i 为 бтт; Can JU 为 
2/т, Dın 记 为 4/mmm。 从 表 3.1 可 以 找到 国际 符号 与 能 夫 利 
符号 的 对 应 。 

ЕЛЕ ， 这 是 通过 平面 图 形 描绘 点 
群 的 方法 之 一 ， 特 别 在 晶体 学 中 更 经 常 遇 到 。 极 射 赤 面 投影 图 也 
听 测 地 投影 图 。 它 是 以 点 群 固 定点 为 原点 作 球 心 ， Мт>0 为 全 

径 作 球面 S;。 取 主轴 方向 为 2 ， 指 向 球 的 北极 N， 球 的 南极 S 
是 -z 轴 与 5, 交点 。 赤 ( 道 ) 面 在 xy 平面 上 。 极 射 赤 面 投影 图 是 
ИИ, МИН, Мы 

S, 上 一 普通 点 ， 在 点 群 对 称 操作 下 位 置 的 变 化 。 它们 按 下 述 Ж 
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则 绘制 


а) 上 件 球 点 了 的 极 射 赤 面 投影 P ， 是 了 与 南极 S 联 线 PS 


与 赤道 面 的 充 点 ， 用 实心 点 。 表示， 


S 
图 3.4 球面 上 点 的 极 射 赤 面 投影 


ХАА 8), МЕРУМІҢ Z) АУ 2%. 


СЗ) 转动 轴 与 转动 反 演 轴 的 极 射 赤 面 : 


Fak aa ОДЕЯЛ 2-2 


0’, RQ dk % N 连 
线 ОМ 与 亦 道 面 的 交 
点 ,用 空心 点 *“。? 表 示 
见 图 3,4, 25 Гл Ja £ SE 
心态 О”Жж КФВ 
和 下 牛 球 点 在 赤道 面 的 
2] — 315 E. 

(2) 反射 面 的 极 射 
未 面 投影 ， 用 反射 面 与 
ЕРЕ J BF 2 181 
投影 ， 作 粗 线 表 示 。 故 
ЖА БЕЙ] Т УН ЈА 236, 
水 平反 射 面 为 统 杰 道 的 


ха» MH EPER 


点 的 极 射 赤 面 投影 ， 按 轴 的 符号 标 出 。 因 此 垂直 的 主轴 符号 只 在 
球 心 出 现 一 次 ， 倾 对 轴 的 符号 只 在 圆 内 出 现 一 次 ， 在 水 平面 上 的 
轴 ， 轴 的 符号 将 同时 出 现在 轴 的 两 端 。 转 动 轴 符 号 为， 


28 з № 


Е БО НН АЕ №: 


3 А 4 ® 


6 ® 


5 © 


注意 极 射 赤 面 投影 图 的 左边 边 圆 内 ,应 该 是 Sr 上 一 个 普通 点 ， 
在 点 群 作用 下 的 投影 ， 故 全部 点 的 数目 (实心 点 与 实心 点 数 总 和 ) 
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я Ж 


四 


3.5 Hk a m 


= 
ыы 
* 


ІҢ 


/ 


-= 


N 


的 极 射 赤 面 投影 图 
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应 该 等 于 点 群 的 阶 。 极 射 赤 面 投影 的 左边 圆 内 ， 应 该 标 出 点 群 的 
所 有 对 称 元 素 ， 与 国际 符号 只 标 出 确定 点 群 所 需 最 少 的 对 称 元 素 
不 同 。 图 3.5 给 出 了 晶体 点 群 的 极 射 赤 面 投 射 图 . 

理想 晶体 还 存在 一 定 的 平移 不 变性 。 考 虑 到 平移 不 变性 ， 理 
想 晶体 的 对 称 性 群 为 晶体 空间 群 ， 或 简称 空间 群 。 有 兴趣 的 读者 
请 参考 文献 [161， 


5.6 ”点 群 的 不 可 约 表 示 


”从 第 二 章 的 讨论 中 知道 ， 群 的 表示 决定 于 抽象 群 的 结构 ， 同 
构 的 群 有 相同 的 表示 。 而 且 直 积 群 G= С,®@Сб, 的 不 可 约 表示， 
可 以 由 群 G, 和 С, 的 不 可 约 表示 的 直 积 得 到 。 根 据 定理 3,3， 第 
二 类 点 群 或 者 是 第 一 类 点 群 K 与 二 阶 循环 群 {E,1} 的 下 积 KUIK， 
或 者 是 与 第 一 类 点 群 G+ 同 构 。 因 此 求 点 群 的 不 可 约 表 示 ， А 
求 出 第 一 类 点 群 的 不 可 约 表示 即 可 。 下面 以 晶体 点 群 为 例 ， 求 出 
晶体 点 群 的 不 可 约 表示 。 | 
x 第 一 类 晶体 点 群 有 Ci, C2,C3,C1,C6, D2,D3, Di, De, T, O% 
个。 其 中 C1,C。,Cs,C4,Ce 是 循环 群 ， 共 不 可 约 表 示 在 第 二 章 
” 例 10 中 已 给 出 。 群 D, = CQC:， 是 两 个 互相 垂直 的 C: 直 乘 而 
得 ，D。= D:Q@C:， 是 卫 , 与 二 阶 轴 С, 直 乘 而 得 ， 此 Cs 轴 沿 Ds 的 


两 个 二 阶 轴 的 分 角 线 方向 。 因 此 D, 和 D, 的 不 可 约 表 示 ，、 可 分 ” 


别 由 С, 5 Ca #10, 5 C, 不 可 约 表示 站 乘 而 得 到 。 Ds 的 不 可 
” 约 表 示 已 在 第 二 章 例 11 中 给 出 。 因 此 只 要 求 出 D,, 了 和 0 的 不 可 
约 表示 即 可 . | | 
D, = {С,,С% CC Ce C) Cuy, | 
与 第 一 章 例 20 比 ，C =г,Е=е, С =a, Су) = b C) =u, CH = 
о. ДНЕ, {Е}, {С.С}, {С}, (С), Се) 和 
(СӘ, Сору ж. Ея, D, луне = Ж 
有 五 个 ， 甚 维 数 满足 | 
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251535525555: ЕВ, | | 

ЕЗГЕ. 5,-5,-5,-5,-1, S;=2, D, 有 不 变 子 群 {5， 
С,,С&, Сї}, {Е,‚С1,С,С}, 4Е,С1, СРСР}, AR 
变 子 群 的 商 群 都 是 二 阶 循环 群 。 故 Р, 有 到 二 阶 循环 群 上 的 = 
不 同 的 同 态 ， 分 别 与 不 同 的 不 变 子 群 对 应 ， | 

Ң{Е,С,,С!,С{}-® +1, {ССР 

(E,03, СС >+1, {С,,С{,С,С О }-»-1; 

(E,C1,C2 С} +1, {01,0}, CP CP) 1, 
这 里 给 出 D, 的 三 个 一 维 表 示 。 另 有 一 维 恒 等 表示 ， 这 样 四 个 一 
维 表 示 就 妈 部 求 出 来 了 ,由 此 就 可 以 求 出 D, 的 特征 标 表 ， М 
3.2., 利 用 特征 标的 正 交 关系 ， 可 以 得 | 


33.2 D, 的 特征 标 表 


б atey | 10083 | 2464} | 246%} | 206020 
A1 1 1 1 1 1 
42 1 1 1 - ] - 1 
АЗ 1 1 -1 1 ~ 1 
A4 | 1 1 -1 -1 1 
А5 2 х5(С2) Х5 (Са) хс?) | ys (CP?) 


х°(С@ =-2, (Ср = 0， 

(С) = 0, ХСС) = 0, 
计算 结果 ， 可 以 用 其 它 正 交 关 系 来 验证 。 二 维 表示 As 的 表示 宏 
间 ， 可 以 选 为 正方 形 所 在 的 xz 平面 〈 几 图 1.7)， 其 中 x 轴 是 
С’, у сон. RE D 定义 ， 可 得 表示 和 矩阵 


жәйі жө?) 
асо = (7, Ма acp ” 小 ` 


0 1 | 0-5 
АСС ) - , А5(С",3)) -( , 
у М -1 М 
l 0 -1 O 
5 {2)\ — 5 (ауу — ... 
Ақсаз-( p аАясуз-( 7001), 
IFL Ж 7 ARE НУ, 48 2 BU РШЕ ИЕ. РИ: E Зет B 


МЕН ТЖ ГАЗЕ НУ НІ. 

| ЧИЕТ -ЕЖ1Е),16,,С,,622,(6,,С%,6%,СТуя (СЗ, 
СС, С Жж. ТВТ (E ,C,,C; ,C;) 5 D, 同 构 ， 
我 们 把 它 记 为 D: D, у Ж в 0,,С.0,,С30, BRT. Ш 
T/D; 是 三 阶 循环 群 。 利 用 工 到 商 群 77/Ds 上 同 态 映射 和 第 二 章 
例 10 循 环 群 的 表示 ， 可 以 得 到 了 的 三 个 不 等 价 一 维 表示 。 由 定理 
2.8 系 ， 知 了 还 有 一 个 不 等 价 的 三 维 不 可 约 表示 。 设 s=exp(2nmi/ 
3 ) ,了 的 特征 标 表 由 表 3.3 给 出 ， x | 


25.5 Т 的 特征 标 表 


x4(C3) 


利用 特征 标的 正 交 性 ， 立 即 可 以 得 到 
ХС.) = -1, X4(G;j) = (Сз) = 0, 
ТЕЖЕ ТЯ, НИАТІрЕ Н. Жл Ж 
间 为 定义 T 的 RI， 取 R°: dh КЛА, х,у, 轴 沿 二 阶 畦 
С,,Сь,С: 方向 。 图 3.6 给 出 了 这 样 一 个 正四 面体 ， 它 是 内 接 于 
以 原点 为 中 心 的 立方 体 的 。 立方 体 相对 顶 角 连 线 为 三 阶 轴 ， 在 图 


Туз НЕ 20 
96 | 


и 
С; 


Са 


八 面体 群 O 共有 五 个 类 ， {Е}, (СО?) С}, (Cy, ++, 
CH CHD ,ee CSO, (Cu) ... CB) СЗ... CEGAH 2， 
С)? ,C2 }。 设 其 五 个 不 等 价 不 可 约 表 示 的 维 数 为 51,… ,Ss, 则 
由 定理 2.8 系 知 ，”i+o5z+…+os=24。 了 瞧 一 解 是 

S -85;-1, 5;-2, 8,-6%;-3, 
0 有 不 变 子 群 

T = (E CP ... ‚С, СЯ)? ке ‚С “>? Са)? ‚... ‚С? }, 

ЯН O/T 是 二 阶 循 环 群 。 由 0 到 0/ 上 同 态 映射 给 出 0 的 两 个 
一 维 表示 ， 

利用 的 一 维 表 示 А*( 33.3), 可 以 诱导 出 O 的 一 个 二 维 

жж. URIE Xx” 由 式 《2.,36) 给 出 ， 


1 ° | 
t — — > | 2 —1\ — 


гє 
CP) = ту у Азас”) 
160 | 
=: ‚3. 4(Е+ Е?) = 1 (= =ехр(2л1/3)). 
X (Ca) = 0, 


КС) = Уи Анис = 25>3:8-1-2, 


үн Сх |х) 1, КӨТЕ O 的 一 维 不 可 约 表示 АЗ, 
由 公式 (2 .35) 可 算出 表示 А? МНЕ: 


1 0 0 1 
АЗ(Е) = АЗС) 
"(Е = (| ), (Су = (| 1) 
p2 
aco = ( | ), те», ,), 
меа 1), ece-( ©) 
Аксу» =-( м Co 人 (Ch 
| wep? , 小， АЗ(С`2)) = ( О), ... 
共 中 群 的 乘法 可 利用 O 为 对 称 群 5 的 子 群 来 出 .9 的 元 素 与 5e 的 
元 素 由 下 列 关系 给 出 ， | 
Е = (1), | 2 C2’=(3 5 4 6), 
СӘ = (1 5 2 6), CG =Z G 32 4), 
CO=G 3 5)(2 46), С =G 45)G 6 2), 


C% = (1 46)(2 3 5), C% = (1 3 6904 5), 
СУ” = (1 3)(2 4)(5 6), С? = (1 Ð 6)(3 4), 
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由 了 的 三 维 表 示 A4( 见 表 3.3) ,可 以 诱导 出 0 的 大 维 表 示 U ， 
其 特征 标 为 | 
x: _ 1 Да Loo. 
y (E) = үҙ дат АСИ 1) = то 24 *3=6, 
уе (C9) = 0, ” yU (су) — 0. 
X (С) 一 0, 
U (1 _ 1 А w2 — _ 1, . С— КИ 
K" (CP?) = Ta АСИ) = ра 24 (-1) = -2, 
表示 О” 是 可 约 的 . 由 已 知 0 ВУЗ — лїп ЕЖ 87003 ж, 
可 以 作出 0 的 特征 标 表 ， 见 表 3.4， 


表 3.4 О 的 特征 标 表 


са) у | ТІЛІ 


j в (cQ) 


| 6{c2)) 


.—. —— — n 


—— 


1 1 | 1 | 1 

一 1 1 1 -1 

АЗ 0 2 -1 2220 
xA (Ctl) х4 (Са?) xac) х&(С\!›)) 


х5 (С{1)) х5(С{1)2) | х5(С41); xs (СИ) 


从 表 3.4 可 以 得 到 
| elx D= (| ә) = (|) =0, 
аул U” 只 包含 不 可 约 表示 А4 和 A ДЖО’ ЧЕКА“ 
或 两 次 45 则 {C4} 类 一 列 不 满足 特征 标的 第 二 正 交 关系 (2.29)， 
因此 U = АФФА, 再 利用 特征 标的 两 个 正 浆 关 杀 ， 可 以 求 出 
ХС) =1, XICC 2) = 一 1， 
ХС) =0, ХЯӨСУУ гі, 


(СЯ) = -1, xC?) = 一 1， 
x (C4 = 0, ys(C')y = — 1, 
三 维 表 示 At МАН, PA OREX, ЖИ 图 3.6 而 
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求 得 。 共 方法 与 求 了 的 三 维 表 示 一 样 。 当 然 也 可 以 求 出 诱导 表示 
/” 的 矩阵 进行 约 化 。 而 另 一 个 三 维 表示 4s， 可 以 证 明 它 是 表示 
АА 与 一 维 表 示 АНЯ. RE A 的 表示 和 矩阵 已 知 ， 很 容易 求 
出 As Вуз Е, 

以 上 讨论 给 出 了 求 晶 体 点 群 不 可 约 表示 的 方法 ， 但 是 具体 求 
表示 还 是 相当 麻烦 的 。 一 些 常用 点 群 的 特征 标 表 ， 读 者 可 以 在 文 
献 [6] 中 找到 。 
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第 四 章 转动 和 群 


三 维 实 特 殊 正 交 群 SO(3,R) 义 简称 为 三 维 转 动 群 9063). 
SO(3) 群 在 物理 中 有 广泛 的 家 用 。 它 不 但 用 于 有 转动 不 变性 的 力 
学 体系 ， 还 用 于 转动 下 有 具有 一 定 变换 性 质 的 力学 体系 :转动 的 鹤 
间 可 以 是 普通 的 室 问 ， 也 可 以 是 具有 共 它 物理 意义 的 空 轩 ， 如 辣 
WIEZE. Ik, SOGRE EAIM NH ERER AeA ATF, W 
完 它 将 有 助 于 我 们 理解 其 它 李 群 及 李 和 群 表 未 ， 


4.1 SO(3) 群 与 二 维特 殊 丁 群 SU (2) 


我 们 知道 SO(3) 群 的 元 煤 可 用 Co( 人 来 标记 ， 其 中 中 CO,9) 
是 转动 轴 ，y 是 转角 。 由 于 转动 把 R? 中 一 组 右 ( 左 ) 手 正 交 归 一 基 
变 为 另 一 组 右 ( 左 ) 手 正 交 归 一 基 ， 因 此 也 用 欧 动 角 04,6,y 来 标记 
SO(3) 的 群 元 Ra В у), і Охих 为 Кф | E J Е ЖЖ. 
Ка В 7) 是 三 个 连续 钛 动 的 乘积 ， 如 图 4.1: 

(1) 356 z #4 а 
ff, 0<в<2і, ЖЕ 
来 在 坐标 Ж Oxyz 上 的 
点 变 到 Ох уа F, 

(2) 绕 Qy' 线 转 P 
_Ж, 0<8<л, ШЕИ 
来 在 坐标 Ж Oxyz Е 的 
点 由 Ох”у”а” 变 到 
Ox” у”а* Е, | 

(3) 最 后 以 02 Ж) 
РУ ,0<у< 2л, Ж 
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来 在 Oxyz 上 的 点 变 到 Ox”y”z" 处 。 = x | 
= Ra В у) =С,. (у)С,, (ВуС„(ау, (4.1а) 
. 用 欧 勒 (Euler) 角 描述 转动 ， 虽 有 许多 方便 之 处 ,但 当 6 为 0 或 
x hF, Я a +y а-у 相同 就 对 应 同一 转动 ， 一 个 转动 可 以 有 
无 穷 多 种 描述 ， 这 是 需要 注意 的 . 
我 们 可 以 把 Ва B y) 用 绕 固定 坐标 条 Oxyz 的 轴 转 动 表示 出 - 
来 ,如 Cy, (86) 可 看 成 先 绕 z 轴 转 一 0, 再 绕 y Pte B, Ben s = 轴 
转 а 角 ， 
Cy, (B) =С, (С, ‹8)С„(-а), 
同 理 С,. (y) 也 可 写 为 
C, (у) = C,Ga)C,(0)C,G)C, ( BC 0), 
转动 Ra В у) 岂可 写成 绕 固定 坐标 系 Oxyz 的 三 个 轴 转 动 的 乘积 
R(a В уу =С, (а) Су (ВС, (у). (4.1) 
即 先 绕 2 轴 转 7 角 ， 再 绕 y ЕВА, жаб z о у. 由 
` Е соз а -віп а 0 
| oo- е: cosa 0 | 


mr 


“0 0 1 
_ соз 0 sinf 
Д 00100 | 
| — sin f 0 соз 
可 得 ， Е 
R(a В р) = 


е COS Ё cos y -Sin a sin ` — COS а COS £ Sin y — sin а COS у сечь» | 


(4.1c) 


sin e cos 8 cos y +cosasin y -sin a cos £ sin p +cosecosy біп а біп 有 
— Sin В cos y . Sin В sin y | cos. Ё 


(4.1d) 
在 本 章 中 ， 我 们 将 利用 SU (2) 群 与 30(3) 群 的 同 态 关系 ， 
来 讨论 SOG) 群 的 不 可 约 表 示 等 问题 。 因此 Я. 将 SU (2) АЖ 
与 30(3) 群 同 态 关 系 讨 诠 清 楚 。 
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_SU (2) 群 是 二 维特 殊 西 群 〈 又 称 女 模 西 群 ) ,是 由 行列 武 为 1 
的 二 阶 乏 正人 矩阵 所 组 成 ， 群 的 乘法 定义 为 甜 阵 的 乘法 。 一 般 二 阶 


£: ЯНРЕ 
ab 
u -[ } а,5,с,4 С, 
са у]. ` 


由 行列 式 为 1 АЯН ЕЙ: 
-utu = uut = Esta, 
“detu=1, 
可 得 SU (2) 群 元 具有 下 列 一 般 形式 
| “=| Í ; } аа* + bb*=1, a,bEC, (4.2) 
-bb* ағ 
单位 矩阵 Er 是 SU (2) 群 的 单位 元 素 ，u* 是 4 的 逆 元 素 W!。 | 
通过 直接 计算 ， Я a ИЕННРЯ УЛЕЯНРЕ и, НІ u,BJ ши, ЛЕ z, 
ЕЙ. ио | 
考虑 以 下 三 个 泡 利 (Pauli) ЯН 


/0 .1 0 一 1 | 1. 0 | 
| "= ) „= } | | |. 
| | О (4.3) 
这 是 三 个 独立 的 霉 迹 后 米 (Hermitian) 矩阵。 任意 К 
Ж: ЖЕЕ, МҮНЫ E = M FEER k TES Jil , 
= х0. + у0 у – 29.2 (r . о) | | 
z x — 17 Бы 
= } х,у,2е К, ГЕ К", 


х+іу -2 


` 


| а b 
“= )esu o, 


b* a* 
可 以 定义 R3rh Ара: г 的 一 个 变换 ， 
103 


Г | 


u(r» GU т =(г’. 


Т +1у' -д” ) | 
Rr 


= (4.4) 
ана) ы. 2+2 5*2)  — (ab + ab") 
К, = (42 at? 5+2) аа + b2 + 3°?) i(a°h* — ha) 
2 2 
(a`b + аһ”) l(a*b- аһ") (аа* — bh”) 
(4.5) 
НА 长 中 向 量 长 度 不 变 ， 因 
– det[u (r . o)u-1] =`— det(r’ + o) =x? +y? + z! ° 


= — det (z + G) = x° + У + 2°, 
іс К, 是 Rh SE E38 ЛЕ Fa, 而 det R, Æ a,b № W ik Bj Ж. ЛУ 
а--1, 6=0, ши 为 单位 矩阵 时 ， 有 det К„— +1, X E ZE 
的 行列 式 只 可 能 是 + 1 或 -1 由 detAv 的 连续 性 知 必 有 det и--1, 
这 样 我 们 得 到 ， 每 一 个 二 阶 芭 横 丁 答 阵 2 对 应 一 个 К? Ду 5) 
Fw， 式 (4.5) 给 出 这 种 对 应 关系 。 

我 们 还 可 以 进一步 证 明 , 这 种 对 应 保持 群 的 乘法 规律 不 变 , 对 
任意 u,vE SU (2), 有 R? 转动 Ra R, 与 之 对 应 ,Rs,R,€ SOG), 
由 式 (4.4) 知 

| (г. а)и 1— (Юг) + G 
uu(r + С) (ио) !—(R,i,r) + G x 
| —uu(r вии — (R,R,r) + G 
ях tS 
| R, =К,К., 
所 以 SU (2) B th Е чи X| y BJ Л; К,,, S£ Рим 
的 元 素 R. 与 К, 的 乘积 。 故 存在 一 个 从 SU (2) 群 到 30(3) 群 中 
的 同 态 上 映射， 

下 面 证 明 这 是 一 个 从 SU (22) 群 到 S00(3) 群 上 的 同 态 映射 ， 

即 是 满 映射 。 取 ае 1272, b—0, M 
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егі%/2 0 cosa -віа 0 


u, (а) = | — Ки, аз sin а cosa Ol. 
0 ei“ 2 0 0 1 
| (4.6а) 
НМ a—cos—, b 二 - віп--, ПІ | 
cos 0 sin) 
соз Ë. — sin 5. | 
и. (В) = 2 | —>К., (p> = 0 1 0 в 
. hb р 
sin. cos rr: | -sing 0 соз в! 
(4.65) 


则 由 乘积 и, (а) о, (В) и, (у) 对 应 的 В. ао» М E 用 欧 
В НУ ву Ra В у), 


и, (а) и. (В) и, (у) 
e 一 15 2 0 сов — 51пП— ө-іу/2 | 0 
— 2 2 | 
| . В В 
0 еіа/2 JA 811 ға 05 0 езу / 2 
соз--е 1 9+7)/ 2 — sln В -ie yza 
— 2 2 
sin f sita ya ШЕТІ 
cosa -віпа 0\/ cos6 0 sing cosy -зту 0 
—| sina соза 0 0 1 0 sin y cosy 0 
0 0 1/\ -sinp 0 соз В 0 0 1 
-- К(а бу), | (4.6с) 


已 知 RI 中 和 转动 群 元 都 可 用 RC(a В y) 给 出 ， 故 SUDE SOH 
映射 是 满 的 。 这 样 就 证 明了 SU(2) 群 与 30(3) 群 同 态 。 

根据 定义 1.12， 知 对 应 30(3) 单 位 元 素 £sx: 的 SU0(2) 元 素 
集合 {uw}， 是 50027) ОН. 15 
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| n b. /10 O 
ио — Е.а = 0 1 0 ° 
79% 4% {оол 


由 式 (4.5) 可 以 解 出 
| а= + 1, ро 0, 


” 故 同 态 核 由 下 两 个 元 素 组 成 


1 0 | - 1 0 | 
Еа 1» ~ 上 ,、 ,一 А 
0 1 0 -1 


根据 同 态 核定 理 ，{Es,a，,- Esxs} 是 SU(2) 的 一 个 不 变 子 群 ， 同 
态 核 的 任意 陪 集 {4, - и} НИ SO(3) 的 同一 转动 元 素 Rae 

综 上 所 述 ， 可 知 SU(2) 群 与 SO0(3) 群 存在 一 个 2 对 工 的 同 ` 
态 对 应 。SU(2) 群 的 两 个 元 素 u, -4 对 应 SO(3) 群 的 同一 个 转动 
Ra. МИ, ив м SU(2) 群 的 元 素 4 ， 则 R, 可 由 式 (4.5) 算 
出 。 如 果 已 知 SO(3) 群 元 Ва Ly), SUD p HRH 应 的 元 素 
由 式 (4.6c) 决 定 ， 只 须 注 意 4 与 - u 有 相同 的 结果 。 


4.2 SU (2) 群 的 不 可 约 表 示 


我 们 知道 SU (2) 群 是 由 二 阶 么 模 西 集 阵 组 成 的 ЯН МӘН, Хх 

任意 ue SU), | 
а b 
.=( | ) да + bb*=1, 

. _p* al о 
”根据 第 二 章 例 2 知 ， 其 定义 第 阵 就 是 它 的 一 个 二 维 忠实 表示 。 其 
表示 空间 V 是 二 维 复 向 量 空间 ,Y 中 向 量 用 两 个 有 序 复数 《Xi ,Xx。) 
表示 ， = 


ux = xt = ax, + bx,, 

| (4.7) 
——„?# — 

Ux, =x, = — b*x, + а*х., 


u Ó x.) ВУ ГЕНА, (4.7). 
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ЖЕ xi 和 xs: 的 21 次 齐 次 画 数 ， 
ЗАТЫ, | | 
ЕТТЕ чө 
Жз ў=<0,1/2,1,3/2,2,+,&=],]—1,+*,—]+1,—]. "ЖЕЖ 
27 + 1 个 分 量 ， 其 分 母 上 的 常数 是 为 使 求 的 表示 为 本 表示 而 引入 
_ №. 4 SUG D ви 把 (x1,x,) 变 成 (x1 ,x2)， 把 7 中 Ни, 
ааста 2)7， 这 样 nx MER NG, 


， xiir) н _ (ах, + bx2) +*(— b*x +a *x,)2?` й 
"= GHIA — V Ч! -№! 


利用 二 项 式 定 理 得 

+ j- і-в-і AN 

=> > ОКТО КЕ Юто a сел 

ха%%-ғаяғ БАр у-ва х23- Е-Е! хы А 
利用 人 负 整 数 的 阶乘 为 无 穷 ， 看 到 分 母 中 的 四 个 阶乘 因子 ， 上 式 对 
k 和 k' 的 求 和 可 以 看 成 是 对 所 有 从 一 % 到 + co 的 整数 求 和 。 引 
进 变 量 v 二 7 -К-К’ЖАЖК,, 4) 是 整数 时 ，2” 的 : 求 和 范围 可 
FREMA- co 到 + оо у ЕЖ, Ҷу РЖ, ЖЖ 
围 是 从 — со] + оу ы ЕЕ, + E: 
"= 21 тоу тоа a ге 
хажі-?- іріржіз»- кеін» y | 


=S SCO ЕТТЕРМЕН МЕНЕ 
К 0 - К! СО +и-К)1 (Къо р) | 
ха 7 -°-%ріржі+т ар. (4.9) 


т, ВЕКА Е Ts. пу, пуп зало m; 为 表示 空间 的 向 量 ， 
线性 变换 {A(4)} 将 向 量 717。 Хр Пи, 


А? (и) п, =n, = >, А}, (и)п,, (4.10) 
容易 证 明 ， 对 upESU(2)， 线 性 变换 4 满足 
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А? (uv) = А? (и) А? (и), 

故 {47 (и)} БОС) - Т Жж. H3KG .9) (4.10) =] 得 表 

ЖА № л 5 | | 

Айс = 2, = Е О сю 1 ТЕГЕН ЕТ ЕТТЕ | 
ава реже, (4.11) 
FERREA ЕГ, СН, АКПЕН k 的 县 制 为 
k>0,  Кэи-у, Қ<1-у, К<]+и, (4,129 
ЯЕ НЕВА H (4. ОНАН SUO) 4 Ж ЖАРСУ) AK 
ж. НЯ EHEAR TTE НУКЕ ЕЛДЕН), ХАЖ 
证 明 在 变换 А? иу F, МЕТ, 的 为 积 不 变 ， 就 证 明 了 А? Си) дЕ 
HRT. HA 


xiI tuy Ж 2+, - Kx *I- # 


У", “Ta = > О-В! 


p=—j 


(x'x'* +xix12)23 = (xix? + x,x*)2) 


] 
~ 27 I CDI 


- ұту. 


ВЕР {А сиу} & SU(2) 群 的 西 表示 ， 
下 面 证 明 表示 {A(u)} 是 不 可 约 的 。 首 先 证 明 两 个 引 理 . 
_ 24.1 如 果 某 个 对 角 年 阵 ， 它 的 对 角 线 上 的 元 素 是 各 不 о 
相同 的 ， 与 矩阵 B8 可 以 交换 ， 则 8 也 是 对 角 和 矩阵 . 
ШЕН РЕЯ 


B= (Bpa), 
В(01,0,,2% Ôn] 一 [O 02 ,0,1В, 
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则 | 
Врчба =Врабр, Вра(0а-0р)=0, 
"4 pqi, ЖАН 
Вра=0. 
ХА НЕҢ ВФ Р ЦЕ. o 
9154.2 IRIA, O, Oa, 0n] БН D =] 28 Ш, п B 
фа А, ШИН 6 = 9 = 0, | 
”证 明 ВЯ L #J G Ваи 3-0651,2,9,0), H 
Bô, ô, -*- ‚0. | = [6,, до, *** ‚Оба | В 


Bi, =Вид:, В,(9,-0-0, Вцч-0, 
必 有 0,-9,151,2," n), СН дб. =ô, = =Ó, = 0, HHHEBH f 
А НЕ LÖ, Âe p Ân] ВОВЕ. 
利用 引 理 4.1 704.2, "ИМ ЦЕВЯ SU (2) AA Kor ШТ 
{Ai иу} 可 交换 的 一 定 是 常数 年 阵 。 设 年 阵 Y 可 以 与 全 体 A? (u) 


ЗЕ, = 
е 1072 0 
uzu =Í , 
А 0 еі? / 2 
| 0, ИЕМ; 
Ал, (и) 一 
е7!^#°© u=, 
故 


Ai(u)= [er eritj-l)o oo езі 2504 eijo ], (4.12) 
此 时 А? U EHE ERADAN FAHER, Y 与 之 对 易 ， 
由 引 理 4.1 知 Y 必 为 对 角 和 矩阵 。 由 式 (4.11) ,看 А? (2 的 第 一 列 ， 

ADEO 7 (7 + С Dr O 
可 知 只 要 а 和 5 都 不 为 0， 这 一 列 的 元 素 都 不 为 0。Y 与 AU) 
对 易 ， 由 引 理 4.2 知 了 ДЖАН. 
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已 知 А? 是 ЗО, HEM. 1, n А) 可 约 则 
жені, Айжан, Aš = BDCi， 则 最 少 有 非常 数 逢 


可 与 А’ Cu 2810, Жүн Е,,Ес 是 阶 数 与 B,C 相同 的 单位 矩阵 。 
而 已 知 只 有 常数 和 矩阵 Y 与 АЯ, ЖАУ 不 是 完全 可 约 的 ， 
因而 证 明了 А? 是 SU (2) 的 不 可 约 表示 。 
”这 样式 (4.11) 给 出 的 Aí 是 хусу, TM 
J$ Ж ЖЕШ ЖЕНУ) Е Ж Е, HE 明 А? (7 = 0,1/2,1,3/2, -- 
_ 播 SU(2) 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 西 表示 ， 

首先 看 SU (2) 群 的 类 。 因 为 任 一 个 几 正 矩 阵 可 以 通过 之 正 Š 
变换 对 角 化 04 ,因此 任意 SU(2) 群 元 4 ， 总 与 对 角 短 阵 ui (a) 5 


价 . 而 
| e 一 ic 2 | 0 
| u (G) = | ) 
| | ° 0 | еі4//2 
KES A АЛЕНЕ | | 
С. 
U = и 
-1 0 


| 20 бау? 0 | Б 

vu (аи -( | -И1(-0), 

| () егі4/2 | | 
Я фи, с-а) 5 и, (а) — ж, Яш Ca) ) ка 5020 的 类 。 
在 描写 SUDRE u (a) W, Ме”? 可 以 取 任意 模 为 1 的 复 
ВШ, осаат, HERB SUOMR UOJ, Са) 
5 u (а) 6 — Ж, #0<а<2лх, Е 

在 不 可 约 表示 Ai 中 ， 由 式 (4.12) ， (ui(a)} 类 的 特 征 标 可 与 
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) 
ашау Хуе, (4.13) 


#--) 
其 中 求 和 范围 ，h 是 从 -j 到 六 ， 以 整数 间隔 进行 的 。 如 
you (a) =1, x20 (a)) =2сов-уа, 
у (u, (ау) — жби, (ау) = 2cos а, 


3/3 (и, (ау) — XY/2Gui (0)) = 2eos—a, 
H 368 E 2 Хх? (иу (а)) G =0,1/2,1,3/2,…), ЖЭНЕ 
间 完 备 系 | 1,cos 二 cscos сова, = |, 0<a<<2x。 将 定理 2.8， 


推广 应 用 到 紧 致 李 群 SU(2)， 知 当 7/ 取 所 有 非 负 整数 和 牢 整 数 
hF, Aš 包括 了 SUDOR 的 折 有 不 等 价 不 可 约 西南 示 ， 
例 1 МУ = 0 有 时， 表示 空间 是 一 维 的 ，7mo = 1, Аш) = 1 
是 一 维 恒 等 表 示 ， 
М4 7 = 1/24, RIRA [В] BJ ЇН) BL 7.12, 
п + = XI, n- -4 = X3, 
a b 
atw | |. | (4.14) 
| _b* а* | 
“ісін, НХ 
NM =x/ 2, No = XXa, na = x; / V 2, 


a ә ab р? 22. 
лезь ata-b*b ww 2a*b | (4.15) 
b*2 _ Z 2 a*b* | а%2 

从 式 (4.11) 还 可 看 出 ， 当 7 是 整数 时 ， А} (и) = А? (-и), 

我 们 称 不 可 约 表 示 А? 是 О 2) ВЕНУ KOR. H 7 ж ФЕ, 

Ај(иу =- Аі(-и), Ж А) 是 SU(2) 群 的 奇 表示 , ЙІ А 
Аа, АМК. = Ее 
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4.3 SO(3) 群 的 不 可 约 表 示 


已 知 SU(2) 群 与 30(3) 群 同 态 ，SU (2) 群 的 两 个 元 Жи 
-4 对 应 SOC(3) 群 的 一 个 元 素 R。。 根 据 群 表示 的 定义 知道 ， 从 
SO(3) 群 的 任 一 个 表示 DCR。)， 可 以 得 到 SU(2) 的 一 个 表示 
А(и), А(и) =DCR,)。 其 中 R, 与 4 的 关系 可 从 式 (4.6c) 得 到 ， 
对 任意 и € SUQ), Ж 
А(и)А (0) = Р(К,)р(К,) = 0(К,К,) 
= D(R,,) = Аби), 

ЖЖ, ОО) ЖА) -— oR, ЕЕ ОСЗ ВЮ — T 
вк 但 对 SU (2) 群 的 偶 表 示 А? (7=0,1,2,:-), Ж А? (и) = 
АЖ(-ш, Rui- uH M + М — ТЯ, МРСК) = 
Ај(+и), {РВ} 是 So(03) 群 的 一 个 表示 ,也 称 为 "0(3) 群 的 
一 个 单 值 表示 。 它 保持 不 变 ， 对 4,vESU(2)， 
有 R, ,Rs,ESO(3) 与 之 对 应 ， 
| D:(R,)D: (R, ) = AIC АЕ 

= DiCR,,) = D ⁄(R,R,), | 
Іі amg, DICR.) = АЎ (+ 区 是 SO03) 的 一 个 ( 单 值 ) 
Жж. іті/-1/2,3/2,:-М, А?(и) = – АЎ(- и), 55063) 
的 一 个 群 元 К, ИН + А? (и) 与 之 对 应 。 因 此 50 C2)BJ & 
ж А?, Яп | 
Di(R,)= ЖА} (и) = А'(+и), (4.16а) 
即 对 应 R 的 矩阵 ОСА), А НЕ А? (wD) 和 一 А? (и), 
W FE i ИЛЕ, НЕЕ ЕМДЕ ¿h HL #E, ҚАН, 
SU(2), 5 
Di(R,)Di(R,) =Aj(+u)Ai(+u)= +A2(+uu) 
= +Dš(R,,) = +DICR, Re). (4.16b) 
НЕЖИН e ТЕДЯ. КАЖ BJ EX 2.4, N 
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Ië B ВЕСОВ) T a ОСЗ) к. m E 我 们 推广 

定义 双 值 表示 ， 使 群 元 与 矩阵 的 对 应 可 以 相差 一 个 正 负 号 ， 而 且 

这 种 对 应 与 群 的 乘法 规律 可 以 相差 一 个 正 负 号 .那么 由 式 (4.16a) 

#HIWJ(D:(R,))], ЗО АЗИЗ. | 
按 式 (4.6c)， 取 4 中 4 和 4 为 


a =eis⁄2 cos e 1% , 


— —i 6. 2 В ул» 
р = —е sine ; 


代入 式 (4.11) 可 得 SO(3) 群 的 下 可 约 西 表 示 { Di(a В y), 


k (¿+m Уб -m 7 ------ 
Рд. „(а В D ы Ито т G= т) 


----------.--.- 一 - -— x= —_-- 一 -一 ~ = 


К-т К) G +m 010 т” +m)! 
| Ңұ2)-т-т”” -2k 25-т ат” = 
хе!" "(со ) (еа) етін”. 
(4.17) 
ENG. H, J 可 以 是 整数 也 可 以 是 定 整 数 ， EREE R ТІЛІ 
Я] т”,т-),)-1,)",-)5%1,-). ЖК ЖЖ, КИА 
| К>0, К>т'-т, К<]-т, Kk=<j+m', 
当 了 为 整数 上 时，{DiCa В y)} 是 SOC3) 的 单 值 表 示 ; 当 7 AFE 
Ait, {Dia В y)} 是 SOC3) 的 双 值 表示 ， = 
о Чт’ = +7, (4.17) 2520 Bi š, 


авс КЛЕТ o AY 
са Ву) =(-—-)? (кту т e ij (соз; 


. A Е і-т 
Р? „(а Ву) = o (27)! _eija (cos) 


(J +m) 1 G- т)! 2 
х (ао) тест ' (4.17’) 


113 


例 2 1-0, Ре(аВуу=1, 给 出 S0(3) 的 一 维 恒 等 表示 。 


) -1/2, 
2. 2 
Ри? (a В у) = | | | ° 
2 2 
(4,18) 
是 SOC3) 的 二 维 双 值 表 示 ， 
J = 1 
е-іа 1109050 iy — eia 520 ее 1 080 ору 
2 V 9 2 
Р’ (а В >) тА iy 058 Sine iy 
a „у= -一 с ~- 一 一 -一 
| У 2 | м 9 ? 
cia 1 - с0$8 е-іу са 18. cia 1 + coss ciy 
2 м2 2 | 
(4.19) 


500 ) 的 三 HRR. 

下 面 证 明 ， 式 (4.17) H Dila В у), м 7 =0,1,2,++%# 
时 ， 给 出 了 sO(3) 群 的 是 有 不 等 价 不 可 约 西 表示 。 

从 3.1 节 知道 ，SOC3) 群 的 类 由 所 有 具有 相同 转 动 ВУ 
素 构 成 ， 因 此 可 用 Cu( 妇 标志 SO(3) 群 的 ЖОС, 0), т С.) 
=R 0 0，0<ysr、 (С.о) жЕ ГЕ Dš 的 特征 标 为 


хф) = > Din(y 0 0) = У еті"? . (4.20) 


4] ЕН, | 

X’ (4) = 1 + 2с05 р + 2сов2ф + ++, + 2соз]ф, 
H B у 40, EOST TF, 两 数 Е(1,соз),сов2),» созуу, +++} 
жос АЈ. АК Х? (4), 33J=0,1,2,: - J , E: 2 Bi 38 УЕ Ж. 
SOQ RERE, Шо 85, 24] 取 所 有 非 负 整 数 时 ， 
Dica В y) 包 括 了 SOC3) 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 西 表示 。 /为 
牛 整数 时 的 双 值 表示 ， 是 表示 概念 的 推广 ， 而 不 是 严格 的 表示 ，。 
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可 以 证 明 (825) ,SOC3) 群 的 不 可 约 丁 表示 р), 满足 正 3 Ж Е 
ін, Hj 


sal. "aaf singap f? Din, (a В әрә, (а В y)dy 
‚, ol ГИ 

jjam m, mimaa + 1 ° (1.21) 

D! 的 特征 标 ， 也 具有 正 交 性 ， | x 


= Ó 


ЕЗ ера - сөзу)4ф-90;,,, (4.22) 


这 可 用 式 (4.20) 代 大 ， 直 接 积 分 来 证 明 ， 


4.4 李 代 数 S4(2) 和 50(3) 


Жан, ПА SU ОО Ж SOG ЕШ ЕКЖ su(2) 和 
sS0(3)， 共 将 看 到 这 两 个 李 代 数 是 同 构 的 。 在 整个 讨论 中 ， 我 们 
仅 给 出 李 群 的 基本 性 质 ， 而 不 涉及 有 关 的 严格 定义 ， 这 对 于 那些 
只 需 了 解 有 关 李 群 的 初步 知识 的 读者 说 来 ， 已 经 能 了 ， 

SU(2) 群 元 4 的 一 般 形式 由 式 (4. a H ,现在 我 们 考虑 与 单 
ЖЕ ЖЕНИ Ол. ИМЕЛИ, 
HIM ВУ ЕТЕ ОЕ h 92 22, wirayup, SU (2) 
жн] PIR (E -1М), (Е-іМУ ЕМ Ж ZZ IE 2 1ETI АЖ tE, 
由 (E À- IM)* (E -1М) = E nf #8 M ЛАЖ, 

М=м*. (4.23) 
сж Н уна бш, НЕЕ 3 
ЛЕНЕ cz ,ay,az,( 见 式 (4.3))。 于 是 M 可 以 写 为 
М-Ф%Ез»б.а-( tO 02—105 ) 
д.-Һ19, Ó, — 0, 
其 中 6 = Or iy DEER 小 向 量 。 由 det(CE-iM) =1， 可 得 
5 = 0， 因 此 人为 
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м-( ôs 0—10; ) = 8.9.0, +0,0,, (4.24) 
д, %10, - 0, | 
HJ M H ЫДЫ ЖНЖ. ЖІП 6:,6,,0, WRA SU (2) 3 
В) Ж Е Же. ЗО 2) 群 中 任 一 个 与 单位 元 无 限 接近 的 元 素 ， 
可 以 用 三 个 实 参数 ôr, 0y, 0 由 无 穷 小 生成 元 生成 АП [Е ~ 
1(0:0; +0убу +6,0,)]. о 间 满 足以 下 封闭 的 对 易 关 系 ， 
[cz,cy]=2ioz，  [0бу,0,|=210,, (0,,6,|-2і0у, 
| (4.25) 
cz,ayvoz 连 同 它们 满足 的 对 易 甘 系 ， 构 成 李 人 代数 s4C2)。 李 代 
数 sS4(2) 的 任意 元 素 % 可 以 写 为 
Хшх0,%У0, %20,--ғ.а, ху, ЕЕ, (4.26) 
mA su 上 (2)? 的 任意 两 个 元 素 X 和 工 的 对 易 关 系 仍 在 su(2) 内 。 由 
上 讨论 知道 SU (ЕЕ фл, Е ЖЕ ж ЖЕ - iÓ о), 5 = 
代数 su(2) 的 元 素 Ó о 有 一 一 对 应 关系 。 
用 зи (2) 9 Е өле X , 
Х=т+о=( 40 т) (тауаятияяуалө 
| X + 17 一 2 | 


考虑 无 穷 次 无 穷 小 变换 的 积 
lim(E — еу еі" 7 


8 +оо 


> 


.“. X, У. 
COSr + 1— sinr ‚ зай O+ мал 
r г. r 
-р. ‚ (4,27) 
1х, у. . 2, 
758107 一 了 sinr ‚ СОЗГ — 1 了 sın? 
上 云 右 痪 年 阵 是 具有 3 个 独立 实 参 数 x,y,2 BJ — Br Z Es РАНКЕ. 
因此 SU12) 群 的 元 素 ， 可 以 从 su(2) 李 代数 的 元 素 "* G， 经 指数 
映射 ехр(-іғ. gO) 而 得 到 。 在 式 (4.27) 的 计算 中 ， 用 到 


= ү М 
X + 17 一 Z 
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я х--1/ 94-1 r 7 r 
| --ү2аФ1 
х+1ў — 2 х ‚у z 


— 十 11 -—— — — 
r r r 


SO(3) 群 的 元 素 由 行列 式 为 1 BJ = ВР ЗЕТЕ %ë £ РЕ O š 人 出， 
OtO=E,det O 二 1。 现 考虑 与 单位 元 E 无 限 接 近 的 00(3) 的 群 
元 。 设 儿 是 无 穷 小 的 三 阶 实 给 了 泗 ， 有 即 名 的 每 个 第 阵 元 部 是 无 穷 小 
的 实数 ， 则 与 上 无限 接近 的 SOC3) 群 元 可 以 号 成 号 + ， H 1Е 26 
RPE TIEM it Б ЖАНУ, 

М“--М, (4,280 
=R [н] yr r AO БЕМ ЖКА ЕН ДАА? 1,1, ,1„, 


0 0 0 0 071 
== 0 0 - 1 9 Гу = 0 0 0 3 
0 +1 0 -1 0 0 


0 -1 0 | 
| 1 0 0 | (4.29а) 
0 0 0 
M арр 33 0) 
0 - дү, оф, 
М=6ф.1=| бұ, 0 бу: | 
-бфу %9), 0 


Rh 35 МІН Ор (дф „,дф,у ‚буу, E 1 = (Ti, ly la). 
І.,1,,І, ЖЖ ЭО (ЗЕ 9 ERI. SOG) Hp £ — 4 55 Ë. 
位 元 无 限 接近 的 元 素 ， 可 以 用 三 个 实 贿 数 0р, дру, бр, 由 无 穷 小 
生成 元 生成 ， 即 为 +0yz1z +0Yyly +0yz1:。 在 物理 书 中 ， 常 
习惯 将 1 改 用 厄 米 算 阵 J (J. Ју, 7.0, Ж | 


000 0 ` 0 0 1 
Jz=į 0 0 -і | Jy = 0 0 0 |, 
0 1 0 —1 0 0 
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0 —i 0 | 
Љ=| i .0 O |. (4.29b) 
0 0 0 


бїр = буп, 
n 是 单位 向 量 ， 可 用 方位 角 0,9 标志 п, {| E J 


п = (п; ‚ Пу ‚п,) р 


取 


其 中 
n, = sin0cosg, Пу = SİNUS, п, = cos0, 
ИШ SO (ЗН 与 单位 元 无 限 接近 的 元 素 可 写 为 
| (E— iópn . J), 
ТН РНЕ. 
| [六 = 17,, [Jy Jz} = Ух» | [fz,Jz] = Шу. (4.30). 
ЕЕЕ БА ik b W B 338. 连同 
` 它们 满足 的 对 易 关 系 ， 构 成 李 代 数 0(3)。0(3) 的 任意 元 素 XX 可 


ох | 
| 0 — Yn; Yny 
Х--іфп. J= yn, 0 — Pny (4.31) 


-Yny уп 0 | 
可 以 证 明 李 代 数 00G3) 的 任意 两 个 元 素 关 和 YY 的 对 吻 关 
” 系 , 仍 在 0(3) 内 .出 上 讨论 已 知 ，SOC3) 群 在 单位 元 邻 域 的 元 Ж 
(Е -1буп. J), БА o (ЗЕ Ж —1буп, J 有 一 一 对 应 关系 。 


从 李 代数 0(3) 的 任意 元 素 X 出 发 ， 考 虑 SO(3) 群 无 ВЕЖ 


无 穷 小 转动 的 乘积 ， | | 


й m | 
lin (17 т.л) =ехр( — і#т• ај) 
12(1- со5%) + со5Ұ т,тлу(1-Сс05%)-п,5іп% п,т,(1-Сс05%) + mySin% 


-| n rn (1-С05# ) + n ,Siny 12(1- сов%) + соз% пуп, (1 —С05$) — 1,51% | 

1,7,(1-Ссо5%) — nosing яуи,(1- 05%) + nvsing 72(1-Ссо5%) + СО$Ю 

| | | | (4.32) 
式 (4.32) 的 计算 中 ， 用 到 - 
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Шиг Pare 


(-іл. Ју?" 1 = (—у” п, 220 — Tl 


y í" 
7 Пу Пт 0 
之 
| — пп 一 Пу T П 211; 
и хот _ т 2 
(~in. Лт =(=)" -nny 1-7} -nyn, 


-nny - пуп, l-n; 

Пі ЗО (3) ЕВ СЖ C. (4), ПП Г 5 ТЕН, 

Су = С, СС, (06, ООС;С-ӨС,С-. (6,229 
JA84.2 5 Ш, 6-9 x 
C C- 9) n 562] = fil J x 
Kia, COE z р в, | 
СС, ЕВ #J z 
方向 的 п ДЫ ЖУ ра, A 
此 总 效果 是 统 п НУ f5, 
ЖЇН СА, 1с), ЕНІН 
С, ФФ, ЕЖА (4.32) 
等 号 右边 所 给 出 的 所 阵 。 于 
是 我 们 得 到 ，=O63) 群 的 任 


алж С, (4), АЯҚ 图 4.2 
ОЗ Еж - Шт. v， 经 指数 映射 而 得 到 ， 即 
C.G) =ехр(— ipn- J), (4,33) 


ЕКЕ su(2) 千 成 元 G 改写 为 J， 取 J=o/2， 可 以 看 
到 J 间 满 足 的 对 易 关 邓 与 0G3) -Ж, MERU. ЗОНЕ. 
因此 我 们 说 李 代 数 зи (2) 5 ОО», ЖЕНУ Ма, ERE 
单位 元 邻 域 的 元 素 ， 与 李 代 数 的 元 素 有 一 一 对 应 关系 。 因 此 李 群 
SU(2) 与 SO(3) 在 单位 元 邻 域内 也 有 -一 一 对 应 关系 ， 我 们 称 此 为 
局 部 同 检 。 局 部 同 构 只 反 册 了 李 群 在 单位 元 附近 的 人 性质， 但 作为 
整个 群 SU(2) 是 与 SOC3) 同 态 。 这 - -点 我 们 也 可 通过 对 它们 参数 
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这 和 省 证 到 

В Зи): Еж J = o /2, ЕО тт, На т 
лє г Jj |P] BJ А br 向 量 ，7 是 向 量 长 度 。 李 群 SU (2) 的 元 素 由 式 
(4.27) 变 为 
ехр( —1тт . J) 


| r r 

со5—— — 171,810 一 一 іт ,5іП-2< — тубіп-- 

2 2 

一 ° 
. ‚Т . r r . . f 
— im, Sin + тувіп 一 一 COS — + 111,811 -~ 
TO 2 У 2 2 2 
(4.27’) 


由 式 (4.272) 可 以 看 出 
ехр(-ітт. J) =ехр( —1(г+4л)т - J) 
= — ехр( — 1(г+2л)т У). (4.34) 
2 参数 空间 是 上 中 的 一 
р ~ КРАЕ BJ ER, ЖШ 
ж 4.3. 球 心 在 原点 ,r= 0 
/ 对 应 SU(2) 群 的 单位 
有 元 素 。 球 内 每 -- 点 与 
a |? SU (2) 群 元 有 一 一 对 应 
关系 。 但 球面 上 所 有 点 
2лт ЖАРА SU (2) RË 
的 一 上 дж. 
对 李 群 2(3)， 参 
数 为 ут. H 5.4.32) 
аз 可 以 看 出 
ехр( – ipn . vV)=exp(-i+2r)n。vV)。 (4.35) 
Жн] Кф Ф) л УЕ, mB.. ROER. У<0, 
对 应 单位 元 素 。 球 内 每 -~- 点 与 0003) 群 元 有 一 -一 对 应 关系 。 
但 从 式 (4.35) 可 以 看 出 , Жш Е № м xn елп = an- а) х} 
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应 9(3) 群 的 同一 个 元 素 ， 

Hik, BZ SUCESO) RE и": 
在 单位 元 邻 域 同 构 ， 但 作为 整个 群 来 di | 
Ж, 101187 ВСН ЖІНІ, БН [Ө] EJ 
СЖ. ЖЖЕНИЕ SU ЖЖ SOG) 
群 的 参数 空间 ， 各 作 -- 条 通过 原点 
ария 2%, Ж А т=п H тю], МА — 
4.3 和 4.4。 在 SU(2) 群 的 参数 7 从 0 图 4.4 
А л 变 到 27 PF, Aik EB а c 变 到 ee 。 由 于 SU(2) 群 参数 
ЖІП КАЛАМ Еос, ` r 从 27 经 37 1 4л PF, ІН ik 
上 的 点 从 男 一 端 e 经 9 变 回 到 原点 4 。 而 30(3) 群 当 参 数 风 从 0 
А n Јол 时 ， 直 径 上 的 点 从 a 变 到 球面 Fe， 再 从 2c 变 回 到 
a 。 如 果 少 再 从 2r 经 3r 变 到 4r，SO(3) 群 的 参数 空间 ща, М 
#5 у эу КА атас, BA e 问 到 4 的 过 程 。 这 说 明 从 群 的 整 
ЕЖЕ, 50 (2) 群 的 两 个 元 烷 与 30(3) 群 的 一 个 元 素 对 应 ， 
SU(2) 群 与 SO0C3) 群 有 2 对 1 的 同 态 。 | 

本 代数 0C(3) 的 生成 元 J. Ju J: 也 常 写 为 球 张 量 形式 


1 | 
Лаз% УЗ Оз ЕН), Ло = Jz. (4,36а) 


[Jo, Л] = +Лы, Waisai] = Jos (4,365) 
考虑 了 的 二 次 项 J, 
2= 有 下 + 有 + 用 = 一 -二 有 (4.37) 
H (4.30) и P5 o (3) Ё) АКЛ: BJ 23838, 
J? , Jz] = 7, Jy] = [, Jz] = 0, 
称 及 为 0(3) 的 三 阶 卡 塞 米尔 (Casimir) ЯЕ, J 也 是 20(3) 群 
的 不 变量 ， 即 | 
[/#,ехр(—-1фп. Лу] = 0, 
用 欧 勒 角 标 志 的 3003) 群 元 ， 可 以 用 式 (4.33) 写 出 
К(а В у) =e io ze Ti ye У yz (4.38) 
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下 面 证 明 ， 当 取 $О (3) 群 表示 空间 基 矢 为 用 ,J 的 共同 本 征 矢 
17 "ОН АС ТО ЗЕ И Ел; Pa „(а В уу ЕЯ m | 
ка P у)|] т» ЖЯ = 1/2 情 况 ， 设 


| | 
xi = mia = ( )' ЫШЫ 9 ). 
i 0 1 


iir o (3) (ERCA. 30) TTA 


‚ [0 0 
Е 
Ато 


БИНЕ ГЫЛ ее ЛОБА 5 >o 5 
- 52 . КЖ о(3)Н -e RM, 
J, = 1 Е 9 ху ), 
24 təx 9х (4.39) 


在 这 实现 下 ，J ТҮРТТІ 30), SOC3) 群 表示 2$ [Н] BJ 38 


xit mX -т | 
“М ат -mr ° 
ЕЖ JA Л, BJ КЕ] ЖЕРІ, UOK (4.39), НИЯ Г, 


| Am =G + nm jlnm>= тп, (4.40) 
Рӯ. „а В у) = <] т’ |R В у)|) т>, (4,41) 


ARGAD TAR H 22. „(а В DREO y EE AIE, № 
ПЕНН Тоз, | 
Куп) С. DR (ут) = (Е(үл)41|. J, (4.42) 
122 


IX C4. 1c) 3 (4.29) n f$ 
Баағуа. ЈК (ав) = [ВСЁ - J 
АІ 
REDE- ЛА-КВР=[ВО@ЛИ :YJ 
И НТ Са. 38) АРШЫН (4.42). ЖҚЗ ERE HR FI 
1 (1.42) 丁 得 


а 
Са В „) = — 17, № (а В ҮЗЕ 


PRG В уу = —1(- sina], + соѕа/,)А(а Ву), 
adf | 


Де Ву) = – ЦКеозачар J, +sinasinf Jy + coshJ (а Ву) 


Hi 


-іА(о В Yaz, 
Tuf 


J, R(a P p) = 这 Ra В ә), R@b) TS: = 15 RC б у), 


д д соза д 
„у =1| — cosac = 8 ИЕ" K ‘у 
Г.К (а В э) ( СОСО В 2 SIN “ав” sinf Э; ф (о P y), 


д д l 
(ра В y) =i( = sinasot poi + сова въ р 2) Re В у), 


sinf д 
ГВсо р и) = 一 ки + со. ° + | | 9 9 -2созй | ) 
| Тар? әй sin? Fi ga ГЕН аду 4 


x К(о Ву), 
ШЕ (4.411) Dh „(о В у T FE, 
.9 f | 
5-43, „СО р у) 一 т), п С р у), 
i Di, „(а B у) = тр, „(а В у), 
ду (4.43) 
д? Ө 1 92 92 
| 382 十 cot + sinB (ээ? 52927246 cosh ara) | 
x 22, „(а В y;= ОҒЫ») „(а Ву). 
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4.5 ватны наки 


` 从 2.6 节 知道 ， 由 转动 群 的 两 个 不 可 约 表 示 Di i Рр): Куй 
H р).00):, н SOC3) 群 的 一 个 表示 ， 表 示 Dipu р? pt 
征 标 分 别 为 | 


71 
хр = 2) ет" 
түз-)| 

| з, 
Ха = У еті", 
т,%-7); 


2602.32) ж 07.0907: 的 特征 标 为 
Xx CY) 200100007200) 


н 


Тут. >. 
910), БЕРЕР 
= У) emim? + > езіле +... 
те (j +j) m=- (j +j,-1) 
lj, Jal +1 ijy-jol 
r ОУ семь У с. аш 
т--(1)1-721 +1) m=- lj cl 


从 式 (2.27) 可 以 看 出 ， 直 积 表 示 避 :9D2 包含 不 可 约 表 示 
р31%3:, DID 3ə' tl Di ?zl 和 名 一次。 出 就 是 
їй, ПЗ Я 
27:72 DI 72-160... OD 1,772! 1 CD 1717721 

Би рор. МК ЗУ 
M = Diti DDI itiz Qe 131721 DD 19159)! | (4.45) 
因 Di вл EHIE, MD: CODI: АЕ, ІЛ 此 总 存在 勾 
ЕО, (E 

271 (а В YAD zca В у) =5*М (а В yS, (4.46а) 
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式 (4.45) 中 ， 准 对 角 征 阵 冯 的 行 和 列 用 7,т 标志 
Іс Ыр, +1 - l,e, Jija +1, lJi- 72ls 
т-:1,7-1,",-)%1,-) 


H, 
жы. * " 
> (2j +1) = (27, +1) (27, + 1) 
j= iji njal 


MiRe. 而 D?ix D? ТЯН ті,т, 标志 ， 也 是 (2 疡 +1) x 
(271, + DIERE. MAI (4.46) 可 以 看 Н, S НВ B] т Жа 
А, Я JH mi то 标志 。 512, 有 了 时 简写 为 


) mn роп 
S immima №№ ЗО (ЗН НОЕ 布 Үр- ХЕ CClebsch-Gordon) Ж 
[27 i (аду) сур? apy) "ттт, = ја (apy) D2 (абу) 
} 1 2 2 


ЖИ М (а р у); т: іт =Ò} j, D’ (а р Уу) т. mo» 
可 把 (4.46a) 的 分 量 式 写成 
р?л, @ В у)р?2 (а В у) 
m) 1 ту “2 


- >) би тут, х Рӯ, m (Q р У) 5 јтт, т.е (4.466) 
J yma nm: 


AC. 46) BF ЛЖ fl IF 8 YF А, TV ЖИН Жолу Di 1552129: 
癌 不 可 约 表示 D? 的 约 化 。 

КІН ПЖ ЖА S, 

首先 取 В =у=0, 1202-50, МАС. IDT, 


elima ° егіз;6 À 
тіт, тот, 
=ч чо. — ` 
一 У Sh mm п. e ma Шу, 
J 1 2 рт ту о? 
ет 


在 m! = mi ,m = ms 时 ， 有 


— (m m.) а, . 2 .—ima 
e imo) а. > |Әіттіт; е , 


jot 


еее [0,27] КОЖИ Ж. ЖАЯ М m =m, тоў, 
Š jmmima = 0. FENS 


S уат; mim; = Ó jmimos (4 47) 
5^: (4.465) 为 


рд. (а В уур?? (а В у) 
1 ! 2 2 


= 2 Sýn и, Di im, m m (@ В У) XSjm mse (4,18) 
j 


式 (1.48) 5 BE ВЕ SIEM, ММ НЕ Ех ЖУ, М 
п Б г Ш ИЕН u А В, 
и = 
Еду 0 ... 0000 
-Etj sjn r. 9 


at ç... ых оо 064 вах сов бов аза ть Үз во таф сеп 400 Фе ар ФБ Әб ұна йіп РБ вай вал Š 


<> 
[ 
ы 
ө. 
іні 
4- 
“. 
Һа 


0 0 elo tjaja у. 
其 中 0; 4. 9; ај" бра: жб Ж, Вбр, Ёла 
是 2C t) +1, [1-12 | +1 МЕНЕ. Нов 
Ни m im Е бр jO n те!" j, 
p j, руво, Јо, | l m=], lO 
可 以 看 到 ， 当 用 us АВЕ, алю, ар. 
(и);ттіт, =€ jŠ ттт 
(и); БЕРЕ TOSS n m (4.49) 


2” 


HARU ,48) 可 决定 S ЧИ, АННАН ЛЕЩ. Ы 
规定 相 因 子 使 
5; 11 ~} |53 11 3.10, (4.50) 
用 1". тзт (а В 4.18) МВ, #{ ЖР а,В,у Ж 
воле, ЖІҢЕ НІН Sk IF 2 5 ах (4.21, nf f$ 


a —  - —— — - —-- 一 — —— -a ж--т = 


| F: ik B. Condon- Shortly ні, = M.E, Rose, С, Касаһ, Е.Р. Wigner ЖА, 
R Edmonds 等 时 的 相 央 子 一 致 。 见 参考 文献 18，18>6]。 
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гол 
L да|" віза | “ау 


ал? |, |, 
x Darum, mam (а В Убит, (а В у)? (а В уу 
l с. 


7 21 гізі» т’ }тутә» (4.51) 


为 了 求 出 И, 我 们 着 不 需要 求 出 式 64.51) 等 号 左边 的 
WAERD, птА ШЕ т,т Пл ЖЕТ, RI 
选 m =, т. = 一 712， y 10, (4.17) АА 04.51),1%, 


27 1 272 ІК 21 
ағ ( \( ЕС! dy 
itm] Же 0 


"2 C ) ғ (Өзі -іЛСІ-іукізі(ікт)4т;))|(і-т)-тҙ))11/2 
121 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -- 


вача 


----- таи 


(ту то =k) (+i јо В) (їр +iəo+ mj фто) | 


в 2()+ j y -т.-®) | у бата 
x | cos- sin -一 
2 / 2 


u ç. , ($. . (4.52) 


A (4.52) НК ЖИ Е 28 ËF 
К=0, Қо>Лл-/-т,-т;, 
К< +æ (Қ1-т,-т);, 

为 了 求 出 式 (4.52) 左 边 的 积分 
КЕШСЕ >). и (а). аа, 


ВИНЕ ЕН ЖОЕ Ж ЖЖҚ (4,21), кр} 


s=], “ар жарар” 9721» В ур} „(а В у) 


2] š ü 
| 3x 1. эл В 2(j +m) ‚ В 2()-т) 
-a |) да] трав] + (5) (az) 


1 +m 


4. 
27-1 
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=: | | барар |” dy 


x Өз)” ала езе) ата") 
2 2 


ти 
А (4.52 


Se, a’ S, 
77177: ту" 


- Уолт OT) 
k 


б Гозо Grm, тотто 


И стр реж та +)! 


-oC 一 


КОАО тусту) (іж jo ky) Ji- ji + Е mtma)!’ 
(4.53) 
ИХ т ЕЛ, m, = - 1» На БО 规定 相 因 子 ， 可 得 ， 
21-51 
5.: 212-5656; ; 2a U 
| ўз јо 771-72 (б +J, +j, +1])! 


_ О +) - 122107 一 зоа + ja- К)! 
x 之/ ) ki- jiti- IQ tJi =I- Юр" 


利用 恒等式 
J-l +12 (]+)i + Jx — K) ! 27 
Soo k a Куу = 27001 1+7=7 | 
(4,54) 
可 得 


CIDCID C! _- 
S; ; = 12541121 __ 4 
jji— j, | (4,55) 


Н 04.53), (4,55) пр ЖЩ 
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5іт| т, 


(+i, + јә +1) 1 Gtm)! 1-ти (75 + то)! (12 —mə)1 


ОНИ Urra Uan 


(4.564) 


У) (=) 3р +t G +i- тә в) (оът +Ë)! č 
О - ту - м2 - (+, - 12 — (Еф Л + 12+ т кт)! ° 


式 (4.56a) 也 可 写成 


2,1; 


Simm m, = дит, +m, 


— 一 一 一 一 一 一 ----- . ----.---- — —— 
= т=з. . 


—— i c M! 


Ра - G- iti) Cti- DI (іст! Сї т) | 
(+i +12+ DI rm (ртр) ро +т2) 1 {12 -т2) 1 


т, + Ин-т: (тр 
олан m, + (м kI G ti diak) ji rio +m ° (4.560) 


74 т = 7, ЕП ть = ) НУ, Å (4.56) 6 7 ё, 


22,22 „ 
Sjjm j-m, =(—)J),) `”) 


= --------- .— A  — — 一 -一 一 一 


(27 +1). КЕЙ tia- DIU rmp (котру 


— —— — — — 


“ НА 


| (4.57) 
ү (іі +12 + ОА, - -iat (А-Я + 12) 1 (рту) -ізт)) 


从 式 (4.56) 汀 以 看 出 ， 按 式 (4.50) 规 定 的 相 因 子 ， 使 所 有 S ЯНВ 
元 为 实数 .再 利用 S НЕЕ, УДАВ] CG 系数 满足 的 正 
УА 一 关系 

„21 обалы, бин т. OIN бт.» 


(4.58) 
в $7172 = бут Ото’, в 


j+ т та jmm m, 
在 计算 CG ЖЖ, НЕА KRAO. SII 1ТЕ. 
Жал А АҢ j, = 1/29) = 1 № CG ЖЖ. CG ЖЕ 
的 任意 两 行 或 两 询 正 交 ， 每 一 行 或 每 一列 归 --. | 
ЕЗІН ЖИЕНД{Н ЖЖ 5А (4.54). iZ |x|<1,a +b>0,a>0 
0—0, H 
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-一 -一 一 一 一 一 一 аьаа, 


aa 
-CE | T+ OT \ (T+ 12) 12 | I 
(1 1а + 1) (1ш + Ur) | (Tu + ТР) (а ir 4 I Сш 10 (1 1ш 1) т 


О ОНИ ста чакы э а С С 


— = мац. „ | —. —  — — .  —— w — 


— — Fr J 
БАЛАР Á | (T+ ID A x (т+1 1 ` | , 
(ш +) СТ u= tp] | lI Е | (Тш —1 ШЕШТІ ü | i 
OO | шасы 2202 
РЕКА | © TDG 1) \ (2+ 416) (T+ 118) \ | 
_ 1 | = 5 - - . .. - ! е ШЫ l 
ыс ш СР) (тж 1ш le (I+ tw- р) ра Ты lí] | (2-1 lut ошат] | р 
| | ЕЕ | | т 
т - | 0 x I ` 


Ú 
ш “uty С’ уже 
ЕЕ 
гене) | + т, | | 
luti, | iT | ИІ-! 
011% | [+ 1; | 
Шау 1+ wt ВИ 
; | 1 Í 
G/T- | 2/1 | 
| Си | 
2.1 р | 
2 1179 L rÆ 
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Gx G+)’ = (1+х)°'° 


Сн е) 


ЖЖ 019 ， 
b 
SOC: ) 
др | 
(2) р-ро 2 тос ату 
26-96-93 эе БЫ Әт СРК) уг 
в-к 
54-2 | ГК ). 


Ж ЕТ 
(CIOFFI _„_ у; (о, | — 2] — 1 
G+J = 12 = K)! 人 К) 


于 是 式 (4. 54) 4:0 


-Ji +j? G+ +72 — К! 
2 C ) ( К МЕЗЕТ K)! 


= (уі? ера УХ ЕТЕНЕ” 


-(-)2%/71:4:(2),)1 (ос!) 


]+]у—}2 
| 2) 
270. у 
р, НАЛ HE, 
在 量子 力学 中 ， 如 果 同 时 存在 两 个 力学 体系 ， 当 力学 体系 1 
FE 5)) 
С, Cp) = ехр(- ipini e У}, 


‚181 


Ca(y) 作 用 在 体系 1 的 希 耳 伯 特 空间 上 ，J 是 体系 1 的 角 动 量 
Ер» 当 力 学 体系 2 转动 
С „, (42) =ехр( — ipn, - Ј,), 
Cn:(y) 作 用 在 体系 2 的 希 耳 伯 特 空间 上 ，vV: 是 体系 2 的 角 动 量 
Жї. ЛЯ J, 是 相互 对 易 的 ， 即 
71,/:1-0. | (4.59) 

MEZAT DEER Z ВАНН НН, ЖА tC O) 和 
C,,G0.) ЕН. Жо fJ. 16 9 $0(3), 5950 (3). НЯ 个 Л 
КЕНТ. К 5003), 1 50 (3), ЖАН fk 1912 的 
转动 性 质 , С, (P1) ESOC), Can, CH) Е SOG). 8 # 8 5063), 
©9050 (3). НУ л. Ж 9 为 | 

9 =ехр( — уп, + J )exp(—ip,n, + 7,), (4.60) 
g 用 6 个 参数 站 nl 和 Yons БЖ ШЕЯ Я: а, В, у, а, B, у 
标志 . 设 Dii (a, В, у) О? (a, В; у) 8 525 SO) 和 $0(3). 
的 不 可 约 西 表示 ， 则 我 们 由 节 2.6 知 , $0(3),6050 ТЕУЛЕР 示 为 
27, (а, В, у) СЭР? (a, hy)， 它 也 是 不 可 约 本 表示。 

如 果 这 两 个 力学 体系 间 存 在 相互 作用 ， 工 且 体 系 1 和 体系 2 
相互 耦合 只 能 在 空间 作 同 样 的 针 3), НРУ п, = уп, 2 м Ж 
$0 (3),6950 (3), 6 个 参数 只 有 3 Л зр ВЈ, Жуп = yn = 
yznz。 由 式 (4.60) 中 满足 以 上 条 件 的 元 素 为 

ехр( — iyn • Л.уехр(-іфл. Ј,) =exp[ -ipn + (J, + Ј,) |, 
(4.61) 
(J, УОИНООЛЕКЖЕЖЯОЛЫҢН АЖ (4.30). R J = J, 
+J,,exp(—ipn - J) 全 体 构成 SOGE. J RABE ЖЖ 
量 ， 是 体系 1 和 体系 2 角 动 量 之 和 。 由 J 生成 的 SO(3) 群 是 直 积 
ВЕНУ — А-Т, $0(3),695$0(3), 25069,8 E 为 总 (和 角 动 
ж) 5). 

ШІН 5003),695063), 7 ау я 忆 (а, В, у) 

272 (а, В, у.) ЕЖ а ЕЖЕ SOC3) rh, = а, =a, =P. = В, 
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у= У = у, 1 Dir (а В уу 01%(а 8 y E. . SOC3 — — KUR. KR 
жРл(а В уух?» (а В y) 2 ЛЕ, BARE Ж Б] J р, 
En E i K M a FRAC., 16) ) 约 化 为 不 可 约 表示 
P? (o P у) BURCH, | 
Еа Hl 2; |7 т>; |7 9m》 分 Ti, Jiz; J; Jaz; Ј? Л.Е 
ЕЕ, 
Jilla т = J; Gi + От, 
“Іі тх = т |), тє}, 
Пі) т›=у)()+1)|} т>, (4,62) 
Jz] т>=т|] mb, 
Ж :1=1,2, HK (4.409 
Da'n (а В у) = <]; т, |К, (а В у) [7 т>, 1-1,2; 
Ра. „(а В у) = <] т'|Ё(а В у) |у m>, 
其 中 
R (а В y)=e i Nie М/іуе-іУ7і)) [ш] о, 
К(а B у) =e zei yei J: = R (a B DR: (а В уу, 


HH S ЖЕ ДЕМ, Ша 460) BREE- ЖУН 


(4.63) 


Diaa p= Xo ЕЕ „DI Ga В у) 
ті» тәті» т. } 2 i 
хрз, абу) Біда, 
1%; 
Dì, a = Ñ 71 jo, 
" "( р у) т 2, У уһ "үт, 
1” лт», т; 
х <, т, |<, mj Ra В у [1 т\>|]› т> 5 5152 ° 
1 “2 
(4.64) 
取 基 为 
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<i h т’|= У) S+ h mi |< mal, (4,65) 
' тузт, | 


则 


|А h m= 人 7 ту, (4,657 


тузт. 


Då, „(а В у) = <, J j m IRGO В yj 7, j ту, 

基 |7 12 1 m> EA ЛЖИ J, 的 共同 本 征 5. HJ = Ј, +J, 可 得 
лж J; 5 J2,J, 可 以 对 易 ， 因 此 也 是 ?和 有 的 本 征 和 拓 ， 相 应 的 
EFAA лу». МИ: CG = Ж би? и, H, e fE SER, Ж 


11: И», | 12 m> ЋЕ |у, 12 Im RR R 5 ЧН, вы 
57172 -<), J> J т |], m, J M> 


jmm m, 
= <] miji mı 7, т,>, (4 66) 
为 了 把 CG 6833 я О Е, HERA Wigner B| A ТЗ) 
(Л 12 Hs J 
rn, т; ШЕ 
= (-27177:- “т; 


1 
тте т, ]2 т„|]3— тау. (4. 67) 


EE RERA- НАЯ (Condon-Shortly М F, CG 系数 是 实 
Ж, ШОН <) m|j, т, J, m=<j m, j, т„|] ту, 
由 式 (4.56) 可 以 得 到 CC 系数 的 对 称 性 ， 
<J, т, J, т, | 13 m> = (—) 11 2 13<), т, Jı т,|1; та>; 
(4 68а) 
<j, m, J, т,|1; т | 
-(-271%9:7336), =m, j -т,|);) - туу; (4,685) 
. | . 220: +] 
<J, m, J2 т;|\]; та> = (-)7 шағ 
x <J, т, 13 -т;|); — m); (4 68с) 


134 


2] +1 
x <j, -mM Ja malj; т>, | (4.684) ` 

З 系数 的 对 称 性 更 便于 记忆 。 当 其 列 经 过 一 个 偶 冒 换 时 ，37 Ж 
数 的 值 不 变 ， 当 其 列 经 过 一 个 奇 置 换 时 ， 其 值 只 改变 一 个 符号 
(-)71*72*7з; зу ДЖИ m АЕ, НН 只 改 变 一 个 符 


9(—)71*72*73, В] | 
Í | h f ) _ Í 2 h h )=( аз, 12 ) 
ту т, т; то па т, та т, т. 
( Ji 7; з СОВ Зе ы р Ji E J 
т т, т; т m т. 


二 Ji 13 


mı ШЕ т; 


<, т, J2 Malja тау = (-)22*" 


= 人 1з 12 Ji ) (4 69) 
та т; т, 
(” J ЛЗ усә Л Ë ) 


因此 CG 系数 的 正 交 归 一 关系 式 (4.587 可 写 为 


>, <) т|}, m, Ja т<, m, j, m|] т-д, дат”, 


узт | 


> <, m, 1: т„|] m><j m|), m ); M> = Omim’ Ô mam’, e 
jom 


| | (4.70) 
还 可 用 37 系数 表示 为 


. J l J 2 13 ] 1 ) 2 ) 3 
24 +В ( т то т; )( т тә т, ) 


= Ôj j Отт, 9 (11121). 
Е = +], д 1, =+, [ji — J. R], 60, J; 13) =1; ЖА 
JEG J2 Ја) =0。 于 是 有 


N (оў, +] ( Ja Ја Е J: 7% J 
=, w 2 ІШ т» nts ) т, т; т; 


Ô mam’ (4,71) 


= Om,m ° 


ATL BBN Ж ЗОРИН, CG 系数 的 引入 ， 
РР е9 5) |р, Av IX aJ HI РЯ, mm B. aj AHE 
| ЖЕЛ. 


4.6 不 可 约 张 量 算 符 
设 2K ТКИ НГО) (9 = 天 1， 一 +, - К) Е] 
5) К(а B y) 下 ， 按 SOCG) 群 的 不 可 约 表 示 D (а В y) 变 换 ， 
К(а В ууТ+К* (а В у) = > DE BDT, (4.72) 
则 称 这 组 算 符 {7 7 АЕ УОС ШК Ik A" B| ЕН, Т; 是 这 不 可 


Ка IJ q 分量， 
H 354,32 082 НУ, 5% y ahte y fa fH бе х 


р ДУ Я 
ССр) =e}: =R 0 0), 
ССр) =е =R р 0), (4.73) 


ССр) = ез / еті уетіл7:72 =e, R( -5 0) 
根据 定义 ， 不 可 约 张 量 算 符 Га 满足 
eriy7zTieifyz = XOTE, рк, (0 0 0), 

q ' 


егілу Те! Ту = > T} рі, (0 7 0), (4,70 
ну 


езін Те, = УТЕРЕ _ | 
ss Ert (295) 
ЕС 7408, S 20 D XH ФУ 77, НтУ= 计算 中 利用 式 
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(4.17), J БТ 的 对 易 关 系 ， 
[Jz T] -4ГЕ, 


[Jy Tš] = -УЩ-Ф“ +q+DTh , 


DT 和 


[/«,Г | = ТА АСЕТ! д) K+q +1)TE,, (4.75а) 
+ 2“ (K+q)(k-q+ DT: _,, 

如 把 J 写成 球 张 量 形 式 ， 如 式 (4.36), 则 有 ， 

[Ja T3] -4ГЕ, 

| — — (4,75Ь) 

Лы, Ге | = У К+) (К+а+ Ту, а. 
式 《4,75a) 或 (4.75b) 完 全 决定 了 不 可 约 张 量 算 符 {T:} 在 转动 下 
的 性 质 ， 它 与 式 (4.72) 完 人 至 等 价 ， 拉 卡 (Racah) 就 是 用 式 (4. 75) 
作为 不 可 约 张 量 算 符 的 定义 的 ， 

在 量子 力学 中 ,常用 到 的 许多 算 符 ,都 是 SOC3) 群 的 不 可 约 张 
ЕТІ, ДИВА ЖШ Бі (Hamiltonian) H = р?/2т +У (г) ‚г, г" 都 是 0 
秩 不 可 约 张 量 ， 也 称 为 标量 算 符 :坐标 六 动量 p НВ B Ни 
和 所 工 秩 不 可 约 张 量 ， 也 称 为 向 量 算 符 ; mia Pd OE 算 НО, а} Ж 
2 秩 不 可 约 张 量 等 等 。 我 们 经 常会 遇 到 求 不 可 约 张 量 算 符 的 氟 阵 
元 问题 。 下 面 讲 的 维 格 纳 - 爱 卡尔 腹 ( 双 ignaer-Eckart) 定 理 ， 将 使 
不 可 约 张 量 算 符 抵 阵 元 的 计算 大 为 简化 ， 

а jm> 是 量子 力学 的 一 个 态 ， 它 是 角 动 量 7,7, 的 共同 
KIER, аж E a) ТЖ. 

Ла J ту=](]+1)]а j ту, 


Jala J т=таут», | 
ЖАЛ (ЖАН) 设 {Z 纯 为 不 可 约 张 量 算 
符 ， 则 年 阵 元 满足 ， 
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<a у’ т’ | Тау т» 


< | Ир ü т” > М | қ 
Q m kql m > x <a Тр J>, (4.76) 
N 2] +] 


即 第 阵 元 《a 7’ т (Теа j план, МАНІ fr 
СОЗ CG ЖЮ m k ql? ие, < ПТ" DER A 
РАВ, 5 ЕЕ m, a m Ба. 
ШЕНЯ ERE 
To j k f m=i m kali тОТ а j ту, 


$ т 


=(=) 


(4.77) 
Е МЕНЯ | (Га) j k F moik ОС) НА Hf #J & р? 变 e , 
利用 式 (4.41) 和 (4,72)， 有 
К(а B у)| (Та) j Ку m> 
= > утка m> 


эт, 4’ sm 
х 22, „(а В DDE, „(а В ГЕ, la j m”>, 
再 用 式 C4,48)，(4.66) 和 式 (1.70) 可 得 
Rea В у)| (Та) j k P m'> 


-一 / 
- >, “G m кар т” 
Фот,’ эт” x)” | 


x <j т” kg i” m” +q ><)" т+а|}) m K q> 
х Di п. (а BDT |a j] m> 
=> Dinu G B yy|(Ta) j k y т”. 


м 
т 


БЕРК | (Га) 7 ki mog SO0(3) 的 不 可 约 表示 Di 变换 , 
容易 证 明 它 一 定 是 性 和 472 的 共同 本 征 天 ， | 

| (Тау j Ку ms (i +1) | СГа)у Ку то, 

JaA To j Қу) тост | (Тау укор т, 
利用 Ce ЖЕ, n f 
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Tija j m= >, CY т" ут k q+] (Ta) j k j” т. 


— 
АА J, J: ЖІНІ ЖЕНУ ЖЕ ЖЕ, F 

<a 1 т |Га|а J т> | 

=<]' тут Қ o< 77 m'|(Ta) j k т, 
(4.78) 

下 面 证 明 式 (4.78) 中 a 7” т’ | (Гар Қу) m > 与 分 量 指 
т” ER. 

H J 的 对 易 关 系 式 (4.36) 知 ， 对 任意 Л, Л, 的 共同 本 征 天 
ра т, Н 


|а ї т> = ИО От ај тат», 
Г. ы 2 


(4,79) 


ыл 
Te 
Сб? 


сар m'|] J. 1 (Ғаууқу т” 
= - U ; ат) +m +1) 
x<a 7 m'|J]_ Сау 7 K 17 m ++I 


Н 


- =m) G + т" + р<а’ р m | Tay] ку m > 


|| 


[—-Ja ala P omoa TY iky m> 


Н 


--> = m) (Q +m +1) 
x <а’ у m' +1| (Га) J k )' m +1, 
所 以 
<a у т’ | (Га) 7 Кут’ 
=《 ]’ т’ +1| (Ta) ) Қр m +l, (4.80) 
ЖМ G rh m я У) т’ +1 АЛУ, ИЕН Т 
‹а’ т m'|(Ta) J k рту J т! 
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无 关 。 可 定义 约 化 矩阵 元 <a” PATa 7> 为 


а’ mw CTA) j k my С аа” рта ў, 
(4,81) 

显然 对 约 化 全 阵 元 的 定义 ， 可 以 差 一 个 与 分 量 指标 无 关 的 因子 ， 
不 同文 献上 约 化 拒 阵 元 的 定义 并 不 完全 相同 ， 但 只 要 计算 中 前 后 
-- 致 ， 最 后 得 的 矩阵 元 总 是 相同 的 ， 

计算 约 化 矩阵 元 时 ， 应 注意 充分 利用 它 与 分 量 指标 无 关 的 性 
质 、 往 往 是 任 选 一 组 使 计算 最 为 简单 的 分 量 指标 ， 用 这 组 分 量 指 
НЕЕ, АИ СС 系数 和 相应 的 丸子 ， 求 得 约 化 簿 隆 
元 。 其 它 约 化 矩阵 元 ， 则 可 通过 维 格 纳 - 爱 卡 尔 股 定 理 得 到 ， 

EKE, SOGE 外， 其 它 李 群 ， 如 SOCN),SUCN) 等 
都 有 它们 相应 的 不 可 约 张 量 ， 而 且 也 有 推广 的 维 格 纳 - 爱 卡 尔 股 
定理 。 这 对 求 群 表示 ， 以 及 把 这 些 群 用 于 物理 问题 ， 都 有 重要 作 
H. 
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第 五 章 “对 称 群 与 西 群 


5.1 n 阶 对 称 群 Sn 


TER — 1.12 з, ЖЗ 5, Б, CERA n [йе МЕЕ, 
ШІ ТА 5 111,2, n) n 个 数字 的 排列 a, aa, Bu ЖЕ В. Бо... 
Бл, ' 
а, dd, e= ау 
5 -( b b, ee b, ). (5.12 
Hj s ва, ZA bi, а, EH ba, e, а, EH ba, REA -AE M 
数码 ai 和 下 面 数 码 b; ЙЕ, Av RESI E BH RUT а, АВК 
|а] ла. hu 


о) 
3 2 5 1 4 5 1 4 2 37 


Ру т , s ARR rs, YERKES, ЕЙ, 


如 
(“ 2 3 4 5 l 2 3 4 5 
r = ), s= ( \, 
5 1 4 3 2 3 1 5 2 4 
g 2 3 4 `) ( 2 3 4 `) 
rs = ‚ 57 = А 
4 5 2 1 3 43 2 5 1 


可 见 雷 换 的 乘法 不 满足 交换 律 。 按 置换 乘法 定义 ， 可 看 出 乘法 是 
ЛЕНІ. Ta Sé fA | 
1 2 ... H а; а ... an р 
»={ 2... 4750, GQ, es 17) (5.2) 
х у Ж, ХТ ЖЗ 65,, Ж 5,5<550-5, Ж. (5,1) фз 
КЗ 57! Ж) 
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| Ж Ж ... Б, 
| ), (5,3) 


| а, а, = а 
RI 5.1440, ZA a, b, ЖЖ аҙ, ++, b, BA Gns 
sst = 8715 = 80, | 
这 样 п 阶 置 换 爹 体 构成 5, Е. БЕН, ERA NI, 
on 群 是 2 个 至 同 粒子 的 量子 体系 的 对 称 群 ， 而 且 S, 群 的 不 
可 约 表示 ， У О Сп) ,CCD) 等 的 不 可 约 表 示 有 密 切 的 关系 。 
所 以 对 S, 群 的 了 解 ， 往 往 被 看 成 号 理论 物理 工作 者 必要 的 基础 
知识 。 
下 面 讨 论 一 种 特殊 形式 的 8 换 一 一 轮换 ， "ИЕ (е, е, 
ет) 把 e, Ж Л 2) 6,6 WA ез, "=. бт 变 为 em,Em E Же, ВУ 
换 ， | 
ёр 6; се Cmi Cm 
сб в °x) = ( е, е, s En 6 ). 
РА ТЕ s N BJ СНО Е, [Лл] 9, 
_ (е, е, ++ Cm)= (еә ез ++ Em вт” 
= (êm ёр °, +++ 6,12, 
两 个 轮换 (el ez … ењ) (А Л» … Л) 如 果 没 有 公共 数码 ， 我 
们 称 这 两 个 轮换 是 互相 独立 的 。 两 个 互相 独立 的 轮换 乘积 ， 与 因 
FHKE. Aee, Cm Sofe n’ fi EAA, W 
(еу е, ++ еъ) fo = Ji) 
| ( е, 6, e Cm f, fo ... М) 
\ е, е, е е, f; fs ө, f, 
= (А, for МӘСЕ, €2 еъ). 
ЕЖ пиа 5, ЗНАЯ НА КР НУР. 1 
s 中 任 取 一 个 数码 e, 作为 轮换 的 第 一 个 数码 ， 契 s 将 e 5 Же., 
则 轮换 的 第 二 个 数码 为 ee， 若 s 将 es 变 为 es， 则 轮换 的 第 三 个 
数码 为 ee， 如 此 继续 下 去 ， 直 到 变 为 e: 为 止 ， 这 是 一 个 轮换 因 
子 。 一般 说 ， 这 轮换 不 包含 7 个 数字 的 全体 。 从 剩 下 的 数码 中 任 
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— 
—— 


法 一 个 作为 第 2 个 轮 坏 的 第 ТЖ, ЖИ КЕШ URAS 
2 个 轮换。 这 样 继续 下 去 ， 可 到 轮换 全 体 包含 了 ) То 
为 止 ， 这样 做 成 的 轮换 乘积 ， 当 然 是 没有 公共 因子 的 二 是 就 把 
s 化 为 独立 的 轮换 的 积 了 ， 如 


12 3 4 5 
( )=0 DO 4 5), 
3 1 5 2 


1 2 3 5 6 
( уса ооо 6)= (1 4 5)(3 6), 
4 2 6 5 Í 3 
123... 
s, = ( | )= (D)e = (1) = (2) 
1 2 3 =+ n 
= = (n), 


Е. (2), (3), Кл Н ВУ НН, ul fE E РАХ 
и. FERC es … em) 的 逆 为 


(е, Co see Em) = (Em бт: 7 Co ӘР 


ін e, 变 为 el。 任 一 个 严 阶 轮换 ， 可 以 写 为 (由 -= 1) 个 对 换 的 乘 
积 ， 
(е, е, *"* Cm) = (е, еп) (е, ет.) (е, ез) Се, E), 
注意 上 面 乘积 的 各 对 换 因 子 ， 都 具有 数码 e， 因 此 在 乘法 中 ， 
各 因子 的 次 序 不 能 随意 改变 。 设 a 和 有 是 任意 两 个 正 整 数 ， 可 以 
由 赎 换 的 乘法 直接 验 明 ， 对 换 (a a+ ҚОЙЫ КІНА Ж 
(аа+К) = (а+1 а-Қоа а+1)(а+та+К), 
ж Я 用 这 递 扒 关 系 ， 可 以 把 任意 对 换 (a а+ К) {Кр F 812 pc SD 
HREL 当然 这 些 相 邻 数码 对 换 的 各 因子 中 ， 也 是 有 相同 数 
码 的 ， 因 此 各 个 对 换 因 子 的 次 序 ， 也 不 能 随意 改变 ， 

总 之 ， 任 一 个 置换 可 写 为 没有 公共 数码 轮换 的 积 ; 轮换 又 可 
写成 对 换 的 积 ， 而 对 换 义 可 写 为 相 邻 数码 对 换 的 积 。 故 任 一 置换 
可 家 为 相 邻 数码 对 换 的 积 。 如 
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(. 405 “ызазо-а 4)(1 3) 
3 2 4 1 эн 


= (3 4)(2 3)(3 4)СІ 2)(3 HC 3)(3 4)(2 3A 2)(2 3), 
考虑 与 置换 s ог, фу 
1 2 se П 
i -( Сі Ca *** Cn ) 
Е 1 2 ... 7 _ 21 с, эзе 2, 
=, 4, d, )-( f, f, = f ), 
4, d, == 4, fi Ў; see fn 
р _ 
' =( о. п )=( se. ). 
t ES МНЕ, Ж | 
| 1, 4; 4... d, 
5171 = , (5.4) 
| О, Жм | 
Bp tst! 可 以 通过 对 3 中 上 下 两 行 辣 时 实行 区 if тїр 到 。 当 把 
s 写成 无 公共 数码 轮换 的 积 时 ， 由 于 ізі ДЕМЕ ТАТ ІҢ 
时 实行 僵 换 ， 束 相当 对 ; 的 每 个 轮换 因子 生 的 数码 实行 明 换 上 上， 
而 每 个 轮换 因子 中 所 包含 数码 的 个 数 不 会 改变 。 如 


123456 

s = ( јео DG 6265), 
2 4 6 Í 5 3 
| 2 3 4 5 6 

: =( )=G 534262 6), 
5 6 4 1 3 2 
5 6 4 1 3 2 

= ( )= а 3 5 1266 2), 
l 2 3 4 5 6 


5 6 4 1 3 2 
в = ( ) = G 6 DU 2263). 
6 1 2 5 3 4 


TZ, UR f s 和 7 ПНР А ЛН, 每 个 轮换 
因子 中 数码 个 数 也 相同 ， 或 称 s 和 上 有 相同 轮换 结构 ， 则 s fH r 
ЖАҢ ЗЕ), 如 

$ = (а, а, а.)(6, bB) (су Co ** су), 
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г = (d, d, 4:)(е, е), f, ++ Р), 
则 有 


tst =r, 
TERMIS, АН АННА AE НА Жая 5, 群 的 一 个 类 ， 
Жо» 群 的 轮换 结 检 ， 可 用 
《7)=(1 272 e п?а) 
来 搞 写 ， 代 表 轮 换 结构 中 有 独立 的 六 个 1 阶 轮 换 ， 纪 个 2 阶 轮 
Ths een п РАНА, Vi Yose, Va 为 非 负 和 整数， 而 且 满 足 


ру + 25, +325 + s= + np, = Tl (5.5) 
ТЕ Sn 中 ， 上 有 具有 轮换 结构 (v) 的 元 素 个 数 为 
| nl 


(5.6) 


Қ өеп? п Val ~ 
当然 由 于 具有 相同 轮换 结构 (>) 的 元 素 构 成 Sn 群 的 一 个 类 ,(2Z7) 也 
代表 On 的 一 个 类 。 

S, 群 的 类 ， 也 常用 [和 ] = № ++ ЛЖИ, ЖИП 


= ++ +14, 


11р] 2° 202 


À, = Va + a + or + Pp (5, а) 


елле 
АА, >» тА 220, À) + À, +. +A, ЕП, (5 75) 
[4j 称 为 n В 127 41, ИК (5,70) АЗЕ п 分割 为 一 些 不 增 的 
整数 和 。 S, 群 类 的 个 数 由 5 的 分 害 个 数 决 定 。 两 个 ВИА = 
[Ar Az = Ав ВТА = [Ат 55 ++ Aah ЖЖ НЯ Е А 
М, 是 正 的 ， 就 称 [和 大 于 [4']， 记 长 [各 之 [4 起. 
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ЕЛІМ ЕН T ELA] = LA А» < Ande М 由 二 个 小 方 
ЖЕН Хх, Ну ги 1 fr, S 2 fr. es Ж КАТЕ НЕ Ar Ag Ар 个 小 
方 格 排 成 。 杨 图 第 一 列 的 小 方 格 是 上 下 对 齐 的 。 儿 5.1(6a> 和 
5.1(9) 分 别 画 出 Эз 和 5, ИВР. H (5.75) 容易 求 
H 3 的 分 割 只 有 [3 ],[2 ЕЕ =[131, ЕП] $. PE WJ 3 


— 


ЖЖ. НЕ, 4 的 分 割 有 I[ LLES ILES БЕР 2°], 211 1]= 
[2 121111 11= 014), 它们 代表 = 群 的 5 个 类 ， 
Са] [4] HH 
Е [2 1] x [3 11 [2 2] 
181 日 11] 
2141 
(а) (5) 


65.1 (а) Sa Яр М Ж. (byS a 群 的 类 
设 杨 图 [4 В qi A rh ñ Amt, ШК ВАСА 1 
ГАН ЗЕЕ. ЕЯ 21--Ң, САТ = ГАТ, BHH 
ЕТЕЛІК, ЕДІГЕ йд 5з 中 的 [ 3] 1°] Т ЖЩ, 21. 
шн у S, 中 的 [4 了 与 [19,[3 11512 12] 是 ГПН, 
22] ÉH. 


5.2 RRA 


在 第 二 章 中 ， ЖП r tnt ЖЕК ЕДУ, ОВАР 
的 定义 、 群 的 不 变 子 群 的 商 群 、 群 表示 的 本 积 、 把 群 分 解 为 赵 积 
群 和 子 群 的 诱导 等 来 求 群 表示 。 在 第 四 关中 我 们 还 介绍 了 明 过 和 群 
的 同 态 关 系 来 求 群 表 示 的 方法 。 本意 中 ， 我 们 将 以 对 Ж S, 为 
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‚ЖАН Е, ЕНА ЖН 5, 
ми 不 等 价 不 可 约 表示 。 ХР BR RE S, НМ, Dz s ЄЎ, 
055569455, ВО ЕЖЕ. MEM 2.6 АН, Sa 的 正则 
表示 工 (?? 可 以 约 化 为 ЗВ R, 


L(s) = № ДЕ: 2659, 
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Saen, 
ГАЈ 

ÀK fi Jr BB ВЕН, ЕДЕ ел (Ар) ЕЖ, 
ZE BE E ЖУН ЖО. 

定义 5,1 设 P 是 线性 空间 Y 上 的 线性 算 符 ， 它 满足 大 = 工 
刚 称 卫 是 VY 的 一 个 投影 算 符 。P 的 信和 域 Rp FPE Np 分 别 为 

Кр=РУ = {2Е\У]2=Рх,хЕУ}, (5,9а) 
Np= {2 EVIPz’ =0}, (5,9) 

其 中 0 трн. ІНІ Rp 是 由 VV 经 了 投影 后 所 得 的 向 量 组 成 的 
2 |H] ü Np 是 由 V ШАР ЖАНЫ 8 的 向 量 z 组 成 ， 
ЖАРАР BJ ЛЫН}. 

对 任意 z E Rp, ЖЖ 

z “Ра, (5.10) 
ІЗ ІН Ж5,94), ЯхеҰ, {# | 
-Рх-Р%х- Pz, 

， 沁 z=Pz， 显 然 zER,， 

ОРУУ. Ея 7, БЕУ ЕЯ, СЕ - Ал 

上 投影 更 符 ， 而 且 有 | 

РСЕ-Р)-0 (5. па) 
不 仅 如 此 ， У 可 以 约 化 为 R, 和 Ns 的 直 和 。 因 为 
У-РУ-(Е-РУУ-Выьж(Е-РУУ, 

对 任 ; Ez EE P)V, Ж.Ра”-Р«Е-Рух-0, J&rB x A£ V rh 
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任意 向 量 ， 因 此 = ENp。 故 有 
| У=Аь+МЬ, 
其 中 + 号 表示 两 个 ARJA. ЖИЕ HH 为 起 和， 必须 进一步 证 明 
Кр М = 0, 设 uERp 站 入。， 则 必 有 Ри=и=0, ў | 
V = R,GN;, 
Вь-РУ, М,-«Е-РУУ, 
式 (5.11b) 说 明 两 个 投影 算 符 已 (E-P) EWER (5. Па), ШІ 
它们 将 V 约 化 为 两 个 室 间 的 直 和。 

Z, НУ 可 以 约 化 为 两 个 空间 W 和 МУ, 的 址 和 ， 则 必 
ЕНЕ Р Р, (EW = РУ, =(Е-РУУ. МУ H V = 
WEW’, ЭНЕЕхЕУ, ЖЖ’ 使 x=z+zs， 其 中 
ЕЙ’, z€W!. УРА Рх= =, нің Р2х = Pz = z= Рх, 故 
P?=-P, PEV Е, mH PV = И, (E- P)yV =W, 

将 以 上 讨论 加 以 推广 ， 可 得 

385,1 У = И.И, W ,, ЯНУ ЕЖ 在 投影 算 
符 Pi, Posee, Ph 满足 

(1) Pi=P;, 1-1,2," ,Қ, 

(2) Р;Р;=0, 1-Е, 

(3) P. + P,+ = + P , = E, (5.12) 

(4) P,V =W,, і-1,2,»,Қ, 

Z, ЕЛЕНА Pi Pa, Pa W ЖЗ (5.12), ШУМ 
约 化 为 900" «БР, 

定理 5.2 194 А(9,)} ERE G= (g, ИЛ IK 维 表示 ， 
ПЖ 表 2526 [š] Wi, Wg, W k 是 GG 的 不 变 子 空间 ， V = 
ӘУ, 则 必 存 在 投影 算 符 Pi, Paste, Pis Н. 

А(9,)Р; =P AC), із-і1,2,.",5. = (5.13) 
反之 ， 若 存在 满足 式 (5.12) #l (5.13) БВ ТР, W W , = 
РУ 是 GG 的 一 个 不 变 子 空间 ， 

证 明 因为 W; 是 6G 的 一 个 不 变 子 空间 ， 故 对 任意 EW: 
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(5.116) 


有 ^(9.)2ЕИ;, ЩУ=И, БИ’, р. ФИ, 时 ， 由 定理 5.1 知 

必 存 在 满足 式 (5.12) 的 投影 算 符 Pio Poe, Pr, Wis PV. H 

yx (5.10) 知 对 任意 z€ ЇЇ, 有 Piz = z, P ;z = 0, 当 JÆ! ° Е 

Е LEV, APAC.) = A(g,)P, x, ШЕН У 
ACIP = PAC.) 


及 之 ， 若 存在 满足 式 (5.12) 和 (5.13) {у ТҮРІ, 
1-1,2, , 太 。 则 对 任意 "2E У/;, A 
Piz=z, A(g.)z=A(g.)P z= P A(Gg.)z€ W,, 
КУ 是 G BJ — T A |А], 
定理 5.2 只 建立 了 把 V 分 解 为 不 变 子 空间 与 投影 算 符 间 的 一 
ХР, BHRR И, 是 否 能 进一步 约 化 的 同 题 ， 定 理 
5.3 将 回答 这 个 问题 ， 
定理 5.5 设 Pfi 不 能 写成 男 外 两 个 与 A(g， ) 可 交换 的 投影 算 
ЯР, ПР, 的 和 ， 而 且 
Рұ-Р, +Pi,, P, P, =Pi,P, =0 
А(9.)Р;, =РьАСс9.), A(g,)P;,= Pi,A(g,)., 
旭 W; = P,V 是 C 的 一 个 不 可 约 表 示 窑 间 ; Z Z, НИ R G BJ 
一 个 不 可 约 表示 空间 ， 则 了; 不 能 写成 如 式 (5.14) 的 两 个 投影 
算 符 之 和 ， 

ШЕҢ 设 了 ;不 能 写成 两 个 投影 算 符 Pi,，Pi, e, mW: = 
РУ дн. 那么 由 定理 5.2 知 ， 必 存在 Pi ,Pi, ШЕ 
(5.14), ХХ РН. "У 是 GG 的 一 个 不 可 约 表 示 28 [B]; 
Бе, і W; 是 G 的 一 个 不 串 约 表示 空间 ， 而 Pi 可 以 写 为 式 
(5.14) 中 两 个 投影 算 符 之 和 ， 则 由 定理 5.2 Ап, И, = 了;,W ;和 
i, = P ,W ;是 G 的 不 变 子 空间 ，W; 1 G BJ Тау о), 5 
Б TIE. КР: ЛЕЩ, (5. 14) И ЭРТЕ АРА 

应 用 定理 5.2 415.3, ЖП ЗВ СЕ = НУ ІН ЖЖ 
А(9.), ит Нл. 与 А.Р 
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(5.14) 


P,,… ,Px， 约 化 为 不 可 约 表 т тын HJ EL 
Я. АНГ НУ W Wg, 

对 正则 表示 情况 ， 在 өнген 于 投影 算 符 的 进一步 知识 ， 
Ж Ко 是 群 G НЕЕ, ГОС F WJ Жк. РЕВ 的 元 
Ех 可 写 为 


5 D х(а)9., х(а) ЄС, 


| L(g x = g,x, 
定义 5.2 ЖК Ke 中， 元 素 。 riba е-е, М Же АЖ 
如 果 Кс 中 元 素 e ў две’? = де! 4 为 常数 ， 则 6 称 为 本 
МЕЛ. H e= A e, Ше XJ ҰО. 
тигип у 并 Кс №) РО, 等 元 间 的 一 一 对 应 关系 ， 
ЖР, 238 Кс 约 化 到 2525 f 282 [aW , ІР И.Ж, И’, = 
Р; Ro 即 对 任意 x ERa, Р, ew 由 定理 5.2 知 ， 
L(g,)(P ix) = P,L(g.,)x, 
故 有 
g. (Pix) = Р,(9.х), 
设 群 G Ви 9 e= Pigo ИН 


Р.х= > х(а)(Р; 9.) = > x(a)(P, 9. go) 


= У) x(a)8, (P, 90) = хе (5-15) 

m Н. 
Р?х = P;(xe;) = x(P;e;) = хе? = Pix = хе, 
ге, ZJ SE SS JU, ` 
біле, (5.16) 
BZ, жесі, НУЖНА 16) 的 车 等 元 ， 则 可 由 ei 定 
义 算 符 Р, 
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Р;х = хе, хе Кс, 
容易 验证 | | 
| Р?=Р{, PiL(g,)x = L(g,)(<Pix), 
йс Pi 是 Ke 上 与 L(g9。) 可 交换 的 投影 算 符 。 

于 是 ， 若 有 一 个 投影 算 符 Pi， 则 有 一 个 才 等 元 ei 与 之 对 应 ; 
反之 ， 车 有 一 个 短 等 元 si， 也 就 有 一 个 投影 算 符 Pi 与 Z М, 
亦 妈 

P Ra = Roei, 
而 且 当 Pi+ 了 P+*…+Px=E 时 ， 有 
“ е,+е„-+++,+ек„ = 9%. 
应 用 定理 5.2 和 5.3， 可 得 下 面 对 正 则 表示 约 化 的 定理 5.4, 

定理 5.4 Кс = У,ФИ,Ф-. ы И"; =Р; Kç, И; Ж 
L(g94) 不 变 子 空间 ，P; 是 投影 算 符 。 设 Pi wh; BJ A ei 
对 任意 XE Re， 有 Pix=xe;。 则 Wi 是 不 可 约 子 空间 的 充分 必要 
RIFE: e: 不 能 分 解 为 满足 以 下 条 件 的 两 个 才 等 元 的 和 ， 

білі +е;,, el, =e; 20, 6і,-61,4-0; 
ее; =е;е; = 0. | 

ОСЛУ ТЕТЕ АД (5.17) 所 给 出 的 分 解 时 ， 称 为 本 
原 幕 等 元 。 由 定理 5.4 可 知 ， 将 上 L(g。) 约 化 为 不 可 约 表 示 的 问 
Ай, АГАВА ЯЕ ВН, На, ЛЖИ 
定义 来 判断 一 个 等 等 元 是 否 是 本 原 的 ， 并 不 方便 。 定 理 5.5 将 给 

一 个 简便 的 判断 方法 ， | ; 
定理 5.5 еж — “БЕО, ИБНЕЯхЕеЕс, A 
е;хе; = 2,61, А. ЕС; 
反之 ， ке, РЕ, ЖАНМЕН хе Кє, A 


exe; = А,е;, 


(5.17) 


则 6; EARE. . . 
ШЕН же А Изел, НЕ 5.4 知 由 与 ei 对 应 的 投 
影 算 符 i， 可 投影 出 上 L(g,) 的 一 个 不 可 约 不 变 子 实 间 W;= 


151 


Р.К. МЕЖ хе Кс, МА (5.18) 可 定义 一 个 5 x 有关 АЯ 


А, 
Ау = уе: хеё;, (5,180 
其 中 уе Кс, ЖАН Го.) зі, |4 
. AL(gs)y =L(9a)Ye;xe; = 1.(0,) Ау, 

那么 根据 舒 尔 引 理 ，4 在 不 可 约 子 空间 W; 上 ， 是 常数 矩阵 
А.Е, Ew, 是 Wi ЕЯ. PH Рах = хе), MA (5,18) 
还 可 得 出 ， 

| Ay = Pi (СР уух], 
因此 ， 当 yEWi 时 ，AyEW;i， ЩУЕИ’ Ы, Ау-0, ЖА = 
А.Р, РЕН 
е;хе; 4,61, (5.19) 
反之 ， 若 6; ал, BIHER хе Ке, Ж ехе = Ае, ел 
ЖЖ, HH ei 可 分 为 满足 式 (5.17) 的 ei Же:,. № 

еее = (е; + e ,)G,,(6i, tei) = е, = е, | 
e? = 426} = Ле; = hes, 
2-2, 

НЕ A=0 k% A=1, 1НА=0, ШІ6;,-0; 4-1, ҢІ84,-64, 
说 明 e, 不 能 分 为 满足 式 (5.17) уе 和 6:,， 因 此 ei 是 本 JH AE 
F. EME. 

以 后 我 们 会 看 到 ， 定 理 5.5 对 判断 一 个 车 等 元 是 否 为 本 原 
的 ， 将 是 很 有 用 的 。 


5.3 杨 盘 及 其 引 理 


从 定理 5.4 知道 ， 如 果 能 找到 5, 群 的 全 部 本 原 Л, М 


可 以 求 出 它 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 。 本 节 中 我 们 将 用 简化 杨 


(Young) КН, ЖИ S, 群 的 本 原 寡 等 元 。 
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НИ] АНА Ш. S, 群 ВЛ, AFE 1 2，… n, 
分 别 卉 到 杨 图 的 每 一 个 方 格 中 。 每 
一 个 蚌 有 这 种 数字 的 杨 图 ， 称 为 一 个 
杨 盘 。 每 个 杨 图 可 以 有 nn! ЖЕ, 
因此 每 个 杨 图 ， 可 以 有 ?mi 个 杨 Ж. 
E 5.2 АҢ Se Ж ч ГАЈ =[32 1] 
时 的 两 个 杨 盘 了。 和 ТУ. x Ш 5.2 
我 们 用 符号 ( i ,7 ) 表 示 杨 盘 中 第 í 行 第 7 列 的 位 置 。 在 图 
5.2 的 杨 盘 了 了。 中 ,数字 5 位 于 (1,3), 4 位 于 (2,2), 6 位 于 (3,1)， 
对 每 一 个 杨 盘 了 T ,我 们 定义 两 组 算 符 ， 一 组 是 行 置换 R(T) = 
”{p}， 由 各 行 中 数字 在 行 中 的 会 部 壮 换 组 成 。 另 НЯ 
ССТ) = {4}， 由 各 列 中 数字 在 列 中 的 全 部 置换 组 成 。 如 图 5.2 的 
Я Г, A | | 
ЕСТ) ={(1>,(1 2),(1 5),(2 5),(1 2 5),(1 5 2),(3 4), 
(1 2)(3 4),(1 5)(3 4),(2 5)(3 4),(12 5)(3 4), 
(15 2)(3 4)}, 
С(Т)={С1),(1 3),(1 e, 6),(1 3 6),(1 6 3),(2 4), 
(1 3)(2 4),(1 6)(2 4),(3 6)(2 4),(1 3 6)(2 4), 
(16 3)(2 4)}. 
容易 看 出 ， RCT) 和 和 CCT) 分 别 是 S, ЖЕ, лу 是 
”RCT) 和 CCT) 群 的 唯一 公共 元 素 。 如 果 杨 盘 了 对 应 杨 图 的 [和] = 
ГА Àz = Ands № КСЕ Я A.14.1...2. 1; CCT) 群 的 阶 为 
2,17315-4,! , Я = Я, А, <. An ЮГА. 


Р(Ту- `` p, 


PERIT) 


(5,20) 
ОСТ) = У) беа, | 


ЧЕС(Т) 


”其 中 64 = +1, Ми б.=-1 Ча EFE. Р 
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和 都 是 9 的 群 代数 Кс 的 元 素 。 用 了 和 的 积 定义 杨 算 符 E， 


| ЕСГ) = PQ = > 5 бар4. | (5,21) 


PERIT) q GC IT) 

HRR NE 6. Re 的 一 个 元 素 。 由 于 已 和 & 都 与 ЖТ 有 关 ， 
ак E th, Ep dt T Ж, 
С сд, ЖЕР,Р’ ЕЮ(Ту,4,4” ECCT), 5 Ж pq = p'q', № 
由 上 只 有 单位 元 素 So ЖЕ RCT) 和 CCT) 的 公共 元 素 ， 可 得 必 有 ?p= 
р”,а-4”, НИЗ (5.21) 求 和 号 ,1 每 一 项 P74， 都 是 S, 的 不同 
元 素 ， 因 此 E (IT) 才 0. 

НЗ Г,565,, ST 为 对 中 数字 作 置 换 s 而 得 到 的 杨 
盘 。 如 图 5.2 h T, $, ХТ. ВНЖ В (254). 
得 到 ， 即 

Гь= (2 5 4)Т.. 


当然 ,只 有 属于 同 -- 杨 图 的 杨 盘 ,能 且 必 能 通过 置换 联系 在 一 起 . 

ИЛЛ А РЯ, HESA (5.20 |А ВЈ 
Я, ЕЯ S, 群 代 数 的 本 质 本 原 寡 等 元 。 

引 理 5.1 设 ! Г’ њат 联系 的 两 个 杨 盘 ，T =rT, 
HEM s 作用 于 了 上， 使 TT 中 位 于 (i, 让 的 数字 变 到 sT 中 (ї\,у,) 
处 。 则 ss =т5г ÆT rh ir C, № # s, MEST 的 

(11,32 АБ. 

证 明 sT 盘 是 把 荆 租 中 数字 作 置 А s 而 得 ， ТЕТЕ 
ЖЕ ЕЕ г 而 得 ; 由 式 (5.4) жез” НІН жені 下 两 
行 同时 作 和 置换 7r 。 所 以 rsr-! 对 rT=T’ 的 作 用 ， 与 s 对 了 的 作 
用 一 样 。 定 理 证 些 ， 

Ап 5.3,7 = (2 5 7)(3 4)(1 6),5- (13 5),s’ =rsr 1 = (6 4 7). 
在 T 盘 中 位 于 (1,1) 的 数字 1， 在 sT Я (2,2), HEET 
ВРС, DREG, ЛЕ 5’Г’Ж 2,2). М FE 其 它 数 
字 位 置 的 变化 ， 也 都 是 满足 引 理 5.1， 
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1418] [sjale] [в з, 
215 21 gg ga 
318 ЕН ae 7\81 
2 2 

Т sT | T’=rT s 


图 5.3 


从 引 理 5.1 还 可 看 出 ， 当 行 置 换 p 作用 于 盘 ! Е, REIT 
中 同一 行 数字 的 置换 ， 因 此 rpr™!=p 也 只 引起 7 中 同一 行 数 
THER. BRA p 不 同时 ，7 也 不 同 ， 于 是 和 可 以 从 TT 的 行 置 
换 p ， 得 到 Т” 的 行 置换 p' = rpr-!。 人 同 理 ， 从 了 的 列 置换 9， 
得 到 ! “的 列 置换 4 = таті, ХВЕ НАНА РЕВА. 

R 1 | | 

Т” -!Т, 
则 
КСГ”у =rRCT)r!, О(Т”уУ-тС(Туғ”1, 
Р’ =7Рг1, Отот. 了 =7rErL 

定理 5.1 和 系 ， 给 出 属于 同一 杨 图 的 不 同 杨 盘 间 的 关系 ， 式 
(5.22) 给 出 了 不 同 杨 盘 的 杨 算 符 之 则 的 关系 。 
_ 5.2 раст ЕНТ НИТ Я] 0, ШТ 
位 于 同一 行 的 任意 两 个 数字 ， 不 可 能 出 现在 7 = pq T' 的 同一 列 
h, Z, Ж.Т” =r7T， 而 人 中 位 于 同一 行 的 任意 两 个 数字 ,不 
出 现在 了 的 司 一 列 ， 则 r= pq, | 

ШЕН ІШІ” = paf, 5 ЕТ” < pl, H p| № 5.1 £ q" = 
pgp! Т” Я. т | 
| 4”Т”-рарірТ =раТ =T”, 
原来 在 了 中 辐 一行 的 任意 两 个 数字 ， 仍 在 Т” 的 同一 行 中 。 而 4” 
Жж: Т” 的 列 置 换 ， 不 可 能 把 工 ” 中 同一 行 的 两 个 数字 ， 变 到 T В) 
同一 列 ， 因 此 ! 中 同一 行 的 任意 两 个 数字 ， 经 变换 p94 后， 不 可 
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(5.22) 


能 出 现在 Г’ 的 同一 列 中 ， 

EZ, MPT ="Т, 全 中 同一 行 任意 两 个 数字 不 出 现在 7 
的 同一 列 。 也 就 是 说 在 7T 的 同一 列 中 出 现 的 数 字 ， 不 在 工 的 同 
一 行 中 。 于 是 我 们 可 以 先 对 TT 进行 适当 的 行 置 换 ， 使 置换 后 的 T 
第 一 列 所 包含 的 数字 ， 与 7’ 第 一 列 所 包 伟 的 数字 相同 。 虽 然 这 
些 相同 数字 的 排列 顺序 并 不 一 定 相 同 。 然 后 保持 和 Т” 的 第 一 
列 不 变 ， 再 对 了 进行 适当 的 行 轿 换 ， 使 置换 后 的 T 的 第 二 列 所 包 
含 的 数字 ， 与 7 的 第 二 列 所 包含 的 数字 相同 。 这 样 一 直 做 下 
Ж, EET Мар. ЖЖІ”ерГ, T” E 一列 所 包含 
的 数字 ， 与 了" 的 相应 列 所 包含 的 数字 相同 ， 虽 然 每 一 列 中 数字 
的 顺序 并 不 一 定 相同 。 这 样 只 需 对 了 "进行 适当 的 列 野 换 ， 如 
4” = pqgp-:， 就 可 把 T” 中 每 一 列 数 字 顺 序 变 得 与 了 一样。 于 是 

а”Т” 一 pg T -~ T? , 

ВВ pq 把 工 变 成 了 ， 故 了 =Ppqg。 引 理 证 上 毕 。 

引 理 5.2 i&BH, — ПЕ ОЗЕ FE r р, ра 可 能 
把 一 个 杨 盘 同一 行 的 数字 变 到 同一 列 。 如 果园 换 r 不 能 把 一 个 杨 
盘 的 同一 行 数字 变 到 周一 列 ， 那 么 这 置换 必 可 写成 ра 形式， 

2185,2 设 杨 盘 了 和 了/ 分 别 属于 杨 图 [和] 和 [4 了],[ 条 > 
LJ]。 则 存在 两 个 数字 位 于 了 的 同一 行 和 7T 的 同一 列 ， 

”证明 ГА] = А, À, +. Ang CA = СА А, АЛЫ 
证 法 ， 假 定 了 的 同一 行 的 任意 两 个 数字 ,不 出 现在 7T' 的 同一 
列 、 那 么 与 引 理 5,2 的 证 明 类 似 ， 先 看 工 的 第 一 行 的 À, ЖТ. 
BET жі н, "的 最 长 的 行 包含 公 个 数字 ， 因 此 友之 
41。 但 由 [和 之 [47] 知 ， 只 可 能 如 = 机。 通过 对 T 进行 适当 列 
置换 ， 使 置换 后 的 了 第 一 行 与 了 有 相同 数字 。 人 然后 再 看 了 的 第 
二 行 的 4 个 数字 ， 同 样 可 以 证 上 明 Л. = А, КВ А ТЕ, EJ 
_ 可 得 到 [4]= [12/]。 与 假设 [ 妇 >[4] 了 矛盾。 因 此 总 存在 位 于 下 
的 网 一 行 的 两 个 数字 ， 出 现在 了 的 同一 列 中 ， | 

引 理 5.3 指出 ， 属 于 不 同 杨 图 的 两 个 杨 盘 ， 总 有 一 个 盘 中 辐 
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一 行 的 两 个 数字 ， 会 出 现在 另 一 个 盘 的 同一 列 中 。 这 是 不 同 杨 图 
НУ 118] Н) 一 个 重要 性 质 ， x 
51185,4 若 有 两 个 数字 ， 位 于 杨 盘 上 的 同 — 41, МЇ FE 
盘 1 的 同一 列 ， 则 荆 和 7 BHATE mE WE 
Е”Е-0. (5,23) 
ШЕҢ га RCT) CCE Sn 的 子 群 ， 利 用 重 排 定理 ， 从 
式 (5.20) 可 以 看 出 ， 对 任意 PE R(T),，9EC(1)， 有 
pP(T)= Р(Т)р=Р(Г), 
qQ(T)= ОСГ24-640С70, 
рЕ4= 64Е, Е-ЕТ(Г), (5,25) 


设 有 两 个 数字 а, 和 а, 位 于 的 同一 行 和 7' 的 同一 列 。 那 么 对 换 
(а, а) = 上 属于 了 的 行 置换 КОГ), EFT ЯСО), 
即 


(5.24) 


ФЄКСГУГ ССГ”), 


m Eg t= 56,5, E эл НР, ЕН жаай, б,= —1, 
利用 式 (5,24) 有 ， | 
О(Т”УРСТ)у -О(ТУУИР(Т)- -QT PCT), 

故 有 | 
ОСТ’ РСТ) =0. (5.26) 
由 式 (5.21) 得 | 

E'E=0, 
定理 证 毕 . 
在 引 理 5. 4 h, TAT 可 以 属于 相同 的 杨 图 ， 也 可 以 属于 
不 同 的 杨 图 。 当 T 了 和 T 属于 不 同 的 杨 图 [4] 和 [ 愉 ]，[ 委 之 [1 ] 
时 ， 利 用 引 理 5.3， 从 引 理 5.4 知道 ， 必 有 Е'Е=0, 
01225,5 1 


х = > х($)5 


SES, 
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是 S, 群 代数 Ro 的 一 个 元 素 。 如 果 对 杨 盘 了 的 任意 pe (ТӘЖ 
ge C(T), хў | 


pxq = дд x, | (5.27) 
Шх T jD Е 相差 一 个 常数 因子 4， 
| х= ӨЕ, (5.28) 
证 明 .整个 证 明 分 三 步 。 首 先 证 明 当 =p4qf 时 ， 有 
О(Т’)ра РСТУ-бұ,ОСГОРСТО, (5.29) 


取 T”=pT， 于 是 由 引 理 5.1 知 9 -рар”!ЕССТ”), да’ = q, 
Т” =раТ = 4"Т", ТАМА Т” fE ZJ EL Ma q” 而 得 到， 因此 
а” ЕССІ?У, HA (5.24) 得 | 
О(Т’)раРСТ) = ОСТ’ )4"рРСГ) = б„ОСТ/ JPC), 
其 次 证 明 如 果 置 换 s 不 能 写成 乘积 pg 的 形式 М nf K #l 
рЕРС(Г»ЖчеЕССГ), 使 | 


05458, | (5.30) 

ТҮ =sT。 当 s 不 是 pg 时 ， 由 引 理 5.2 知 ， 最 少 有 两 个 数 
"ға, Жі аҙ, Ё {у 于 了 的 同一 行 ， 又 位 于 1 的 同一 列 ， 取 对 换 
(а, а.)-і, H t=1, ttERIT)IPmCGT )。 由 7 =s 1 ， 由 引 理 
5 14s ltsEC(T)., e p=t, а= 5715, MA 


psq =s, 
于 是 证 明了 式 (5.30). 
最 后 看 
х = > x(S)s, 


如 果 х 满足 式 (5.27) ， 则 有 


рха = > x(s)psq = >; б4Х(5)5, (5.31) 

S° S n 568 я 
Ж (5.31) 求 和 号 中 ， s 取 Sn 的 不 同 的 元 素 时 ，psq 也 是 S, № 
不 同 元 素 。 求 和 号 中 s 分 为 可 以 写成 pg 和 不 可 以 写成 Ра 两 种 情 
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Я. HEIR (5.31) Жж ps dh s 取 为 单位 无 素 se 时 ， 相 当 
Ни $ 取 为 p9 情况 ， 于 是 有 | 
© XCS) = бах(рЯ). 
而 根据 假设 p,4 «ЧЕН, Ж 
х(50) = 0, 
9 是 与 x 有关 的 常数 ， 则 
| x(pq) = даб. (5.32) 
当 s 不 能 写成 pg 形式 对 ， 由 式 (5.30) ЖА (5.30, Ш 
pq 项 系数 ， 可 得 
x(s) =0ах($). 
由 于 9 任意 总 有 4 使 5q = 一 1， 故 x(s) =0。 因 此 当 Re 中 元 素 
x 满足 pxq =x 时 ， 必 有 


х=0 > > барч-=6Е. 


PERT) 4 CiT) ° 

БІЗЕШЗЕ, 

从 引 理 5 5 可 以 看 到 ， 不 仅 杨 算 符 满足 式 (5.25) ， 而 且 反 
v, ЬЕ (5.27) 的 Ro 元素， 必 是 杨 算 符 乘 以 常数 ， 

5185.6 ”对 应 于 杨 盘 人 的 杨 算 符 卫 ， 是 一 个 本 质 的 本 原 千 
等 元 。 不 变 子 空间 RE 是 Sa 群 的 一 个 不 可 约 表示 空间 ，ReE 的 
HE Ве n! HNF. 

ШЕҢ ”对 任意 PE КТ), чЕССГ), HA (5.21), (5,24) 


得 
| pE? 4=рЕЕд=даЁ". 


用 引 理 5.5 可 得 | 
| Е? =@Е, (5.33) 
я 0-50, ЕЖЕ ЖЕ. 
对 于 给 定 的 杨 盘 工 和 它 的 杨 算 符 已 ， 可 以 定义 R. 上 线性 变 
ЖАР, ХЕ хе Re, | 
| Рх=хЕЁ. 


下 面 通过 求 尸 的 迹 定 出 6。 首 先 取 S, МЕ 51,5:,%,54. 为 Re 
的 基 。 在 这 组 基 下 ， 变 换 已 的 对 角 元 为 
ú [ Ps;](s;) = (Sj;E)sj. | (5.34) 
HÆ (2.16) 可 得 
[s;E](s;) = >16:3Е ($18; = Е (5%) = 1, 


FER So Æ Sn дж. ТЕНИ 
[ Ps;](s;) = 1, 


 Р= DCPs] =m , (5.353) 
i=l 


РИТА. MA Re 的 另 一 组 基 ,v2,…， 
Uf, Ufot Unis 其 中 2 Vs Uf HFA НІ R UE № 52. ІҢ 25 
Езо, kk f k 64. HP EX, Ж 
Pu, =0;Е, 
м {=],2,,/ hp, u Е R E, НХ) 
vi =u E, u; € R; 

HK (5.33) 可 得 

Pv; = и, Е? = 0u,E = ды, 
Пі = f+1, n В, 7,6 RoE, Ш 

| | Pu,=u;E€ К.Е, | 

于 是 在 这 组 基 下 РЧЯЕ 0,9% ‚ру В Ж f 22 В Xë 0, 而 在 
Ору, Un 的 对 角 元 都 是 0 。 于 是 求 得 | | 


f 
tr P= >,0=70. (5.35b) 
因此 | 
@б=п!/]>0, . (5.35c) 


由 式 (5.33) 和 (5.35c) 可 以 看 出 ,E ДЖАЗ ж, (ПО Е 
”是 短 竺 元。 而 = 2264 ра 的 每 一 项 系数 为 整数 oq = +1, Ж Z 
p g | 
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“的 系数 也 应 为 整数 ， 故 0 为 整数 ，f/ =n!/9 是 nl 的 因子 。 
最 后 证 明 СЕ ЖЕ 等 ж. HEE хе Ке, ре КСР), 
4е С(Т), нж (5.24) 可 得 
| рСЕхЕУ4-ба( ЕхЕ), 
НОЕ 5.5 知 
ЕхЕ=:Е (4 是 与 Xx 有关 的 常数 )， 
(O71E)xCO0 Е) = (#/9)(0-1Е). 
由 定理 5.5 10-Е жил. МИ КЕЁ J S, 的 一 个 不 可 
约 表示 空间 。 引 理 证 蔡 
БІЗ 5. 6 告诉 我 们 ， 从 一 个 杨 盘 工 ， 可 以 求 出 一 АЛУ Ж ЈА ЖЕ 


Е, Ми] 5, 群 的 一 个 不 可 约 表 示 。 显 然 ， 这 样 得 到 的 
不 可 约 表示 ， 肯 定 会 有 许多 是 等 价 的 。 下 面 介绍 的 引 理 5.7, 将 帮 
助 我 们 寻找 不 等 价 的 不 可 约 表示 。 


引 理 5.7 同一 个 杨 图 的 不 同 杨 盘 给 出 的 表示 是 等 价 的 ， 而 
АР 3126 台 出 的 表示 是 不 等 价 的 。 
ШЕҢ ТЯГ’ ЖАЛЬ, ЖЫН 符 分 ЯЕ", 
各 对 应 于 不 可 约 表 示 A 和 和 A’， 相 应 的 表示 宏 间 为 W = Ro E 和 
W’ = RE”. 
TAT 属于 同一 个 杨 图 [4 对 ， 必 存在 rSGsn， 使 /= 
ТГ, НО 5.19 Е’ =rEr- l, 于是， 对 任意 wEW， 可 定义 算 
р, Efa | 
piw=whEr l=wr Е" =w eW”, 
Яр 满足 式 (2.5)， 
РИ ACs)w] = p ll sw] = [зш Ет! 
= s[p'w] = А’ (syw, 
їп В. | 
Ет 1Е” =0Ёт 1-0. 
рі ЕТТІ 的 等 价 映射 ， ЖАЖА” 等 价 。 
另外 ， 若 表示 4 和 А’ 等 价 ， Ир 3} 4E 意 wEW，sESn， 有 
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满足 式 (2.4),(2.5) 的 等 价 映射 p EE, 
| p) = ЕЙ’, 
р1СА(8)ш] = А’ (syu/ = p 1st = = Sp t, 
因此 对 任意 x€ Ra, Ж 
p lx tp = xp to, 
НР 可 定义 C， 
C=A р EO, 
因为 EEw，, 因此 CEW’, 即 C 是 Re 中 W’ 的 元 素 。C 有 下 
性 质 ， 对 任意 w ЕЙ, | | 
pw =A! p(w Е) =шр (ATE) = оС, 

HIH САЖ, ЖИЫН М”. ЕВЫ РС! 可 以 通过 右 
ҘЕ С 而 得 到 . | 

M Cc EW” 可 以 得 到 

C=C(4-1E’ ), 
而 | 
C=p {AT E)? = (АЕ >p (АЕ) = A—-1EC, 
故 | | 
C=(A-1E)C(A' Е) = АТА ТЕСЕ’, 
即 对 应 等 价 映射 р, АО C 与 之 对 应 ， 厦 且 
| ЕСЕ” -Е0, | 

эщ 4 Т ЯП Т” 属于 不 同 杨 图 [和 和 [和 4] 时 , A>], M 
S, 的 任意 元 素 5 作用 于 ， 得 到 属于 杨 图 14] 的 杨 盘 s! ， 一 共有 
п! 个 。 由 上 面 讨 论 可 知 ， 杨 盘 sT 与 对 应 的 表示 等 价 。 从 5 引 
J 5.1 知 sT 的 杨 算 符 为 ss  ， 再 用 引 理 5.3 415,4, 157 的 
МЯУ Т" Я, H 

E'sEs'=0, Е”5Е-0, 

因为 s 是 任意 的 ， 所 以 不 可 能 找 到 C ЄК,  Е’СЕ--0. ЖИ: 
不 存在 从 W’ 到 WW 的 等 价 上 映射， 自然 也 不 存 ТЕМИ НИ’ 的 等 价 
映射 。 这 样 就 证 明了 不 同 杨 图 的 杨 盘 ， 给 出 的 表示 是 不 等 价 的 ， 
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上 面 讨论 的 简化 场 氏 方法 说 明 ， 由 不 同 杨 图 的 声 盘 ， 可 以 未 
H S, 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 。 而 不 同 杨 图 的 个 数 ， 正 好 是 5 
类 的 个 数 。 从 定理 2.8 系 知道 ， 只 要 求 出 所 有 杨 图 所 对 应 的 表 
示 ， 就 可 求 出 S, 群 的 至 部 不 等 价 不 可 约 表 示 ， 


5.4 Sn 群 的 不 可 约 表 示 


总 结 5.3 节 可 以 得 到 定理 5.6. 

定理 5.6 ЯТ ECT ?是 本 质 的 本 原 需 等 元 。 Л E Р 258] 
ReE(T) 给 出 5, 群 的 一 个 不 可 约 表示 U'”。 由 同一 个 ГА 
不 同 杨 盘 全 给 出 的 表示 是 等 价 的 ， 而 不 同 杨 图 [41,[Lh ] 给 出 的 表 
示 是 不 等 价 的 ， 

为 了 进一步 讨论 不 同 杨 图 对 应 的 表示 的 维 数 ， 我 们 先 引 进 标 
ЕЮ. ИЛЬЯ, ВОИНА 
增加 的 ， 每 一 列 的 数字 从 上 到 下 也 是 逐渐 增加 的 ， 我 们 就 把 这 
ВЕЩЬ БЕЙЕН. Апра 5.2, Т. ЖЕНИЯ, T, ЖЖ; № 
盘 。 在 图 5.4(a) 和 5.4(b) 中 ， 分 别 给 出 了 S; 415, 的 标准 盘 。 


"iaa, 


HBE na 1121314) 
: . 


т ұғын т тїз Ей TE 
Е 
rey | Т?З тїз | т!) тїн? газ rian | ЕТ 
(а) (ъ) 


5.4 (a)53 的 标准 杨 盘 ; (О)54 的 标准 杨 盘 


对 一 个 标准 盘 755， 在 右上 角 给 出 这 盘 对 应 的 仿制 ， 也 即 这 盘 所 
ВЮ. £ Ff i 是 对 属于 同一 杨 图 的 各 标准 稚 的 编号 ， 这 编 
号 是 从 第 一 行 的 左 端 开始 的 。 对 数字 从 左 到 右 逐 个 进行 比较 ， 数 
字 小 的 编 在 前 面 ， 如 果 第 一 行 数字 完全 相同 ， 则 将 第 二 行 对 数字 
从 左 到 右 逐 个 进行 比较 ， 傅 此 类 推 ， 可 得 对 标准 盘 的 编号 i = 
1,2", ЕУ, БОЛІГІН 标准 盘 个 数 。 如 图 5.4 的 (b) 中 ， 
ТОРУ, ЕЖЕ ЖЕ 1,2 而 得 的 标准 
8, TZ ] 则 是 在 同一 个 杨 图 的 第 一 行 ， 填 上 数字 1,3 而 得 的 标 
ЕН. | 

2385.7 РГА НИНУ ГР, РЕВ 
бей Ж ЮЛ Р, 

此 处 我 们 不 打算 给 出 定理 5.7 的 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 
文献 L2 ,16]。 | | 
” 仿 上 述 方 法 ， 可 求 出 对 杨 图 [4] = ГА, № … A.J, F ВВ 
个 数 为 


Еб-тп 0-и lat e lt, (5,36а) 
| i < k ` | 

其 中 Ll; = itri, 11,2, *** r, r 是 杨 图 [jj 的 行 数 ， ni 是 On 
RERIBET. Ж 


| À, + À, + = + À, = n, (5.37) 
З-ТЫ, | 
зеп! / Т] ан (5.365) | 
57 


其 中 gi; ВЕГА Е j Я “3⁄2 
| К”, езтиср 格子 为 直 角 尺 端 点 
所 包含 的 方 格 数 ， 也 就 是 在 С) 右面 与 
下 面 的 方 格 数 加 1 。 如 图 5.5， 对 ГА] = 
[6431 Se 杨 图 ， 有 
91 = Š, 04-7, 9-6. 


5.5 [6 4 316g; R 
.164 


аст. 


9:15, 922 = 4, 9әз = 3, ..) 
通常 把 9i; 卉 在 该 小 方块 中 。 因 此 从 式 (5.366) Ж)45,5, 2 
求 出 


0 
Хп 


6437 3 o ooo 
С 8*7*0*°4*2*]*5*4*3°]1°3*°2°*] 
= 13*11*9*5, 
х НЗ, (5.36а) 计算 f "要 方便 些 . 
由 定理 5.6 与 5,.7 和 式 (2.24) 可 得 
Df =п!. (5. 38) 


| ГА) 
例 1 15, #, ШІЛІсілІМ, АЖ- ТЕ, ШІ 
5.6(а). ЖЕ 
R(T) = 5, 一 {$}, C (Ts: = 50» 
so S, 的 单位 元 。 于 是 ， 
ЕЧ? = > 5. 
se S, 


由 重 排 定理 知 ， 对 任意 上 ES， 有 
tE - Ех. 


因此 [nj 村 应 8, 群 的 一 维 

HERR. | Г 112 | [т В Tc | 
当 [L4j=fL1 于， 也 КЕ 一 

只 有 一 个 标准 盘 如 图 И п | 

5.6890). Жї (а) (b) 


R(TY ' ') = 50; 
ССГ: 71) - оп. 
于 是 


图 5.6 5, 的 两 个 标准 盘 


1%] — >. 
Ел 7“ 0.5, 
с | 


对 任意 iE Dn， 有 


tE i= 6, Ей”, Ё 
因此 [1 对 应 5, ЖЕ) 55 — ^^ — Е, Нд +1, р 
ВОВЕ -1. KARRERA Sn 群 的 交代 表示 。 交 代表 示 是 
Sn 群 到 2 ЙД FG BE ЕШ И 9. 

2012 ss 和 群 的 不 可 约 表示 。 从 图 5.4 的 (a) 可 以 看 出 ,标准 盘 
ТАНИ S, 的 一 维 恒 等 表 д, Ту :对 应 S, 的 交代 表示 。[4] = 
[ 2 1 ] 有 两 个 标准 千 ， 由 定理 5.7 知 它 对 应 S, 的 一 个 二 维 表 示 
从 定理 5.6 知道 ， 由 了 2 和 上 工 2 给 出 的 不 可 约 表 示 是 等 价 的 ， 
现 考虑 由 下 "0 给 出 的 一 个 53 不 变 子 空间 RE” 已 知 = 

ЕР = (01) +01 2)][(00—-(13)] 

= (1) + (12) - (13) - (13 2), 

(1)Е21= E 2, 

(1 DE i= E: 21, | 

(1 УЕ 1= -(1)-(2 3)+(1 3 + (1 2 3), 

(2 ЗЕ? = (2 3) – (1 2) +(1 3 2)- (1 2 3) 

= -ЕрРИ- (1 ЗЕ? 1, 

(1 2 3)E?'!= (1 DEPT, 

(1 3 DWE? = -Er И (1 DEFE, 
НА КЕЕ?! ЕСЕН. ВСВ ”和 (13)EY A 
RGE, HH ВУ , НП 


к” -('). авео (°). 
可 以 算出 5; НӘЗ Ы U * ($) Ж 
| гз» = (| 2), UCA 2)=( ， 72), 


ие 3)) = ( | | ) о 3)) = ( | | ) 


UA 2 = (1 1) оба з D(a) 
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5 Жо, и “Ге л аа ож 
V ] Г 222 0 
оте (0) a oe (i) 

有 求 (12) 的 表示 第 阵 ， 

由 定理 5.7 及 图 5.4 的 (b) 可 以 看 出 ,ReEs Па Е В]. Ж 

ижин 

Бү? = [в + (1 2)][so+ G Ds = O 3) rs. - (2 471, 

(1 2)E:2 c a = ЕЧ? 1, | 

(1 2)(1 pE = (1 3 JEP = -EY (1 DER, 
于 是 (1 2) МЕЖ 


Ше) 2)) = ( | | ). 


由 定理 5.6 和 5.7 可 知 ， 从 杨 图 [4] 的 任 一 个 盘 出 发 ， 可 以 
得 到 S, 群 的 一 个 不 可 约 表示 空间 ， 而 这 空间 的 维 数 就 是 杨 图 [和 4] 
РАЕН О, РЕ, Жата > 间 取 ОВЕ 
独立 的 向 量 为 基 ， 就 得 到 5, 群 的 一 个 不 本 约 表示 的 表示 和 矩阵， 
在 例 1、2 、3 中 ， 我 们 就 是 这 样 作 的 。 但 这 样 任 取 的 基 ， 一 般 
不 能 得 到 酉 表示 ， 例 2 和 例 З 都 不 是 酉 表示 。 | 

же Re 空间 两 组 特殊 基 一 一 站 正则 母音 位 和 正则 EAN, 
ИРЕНЕН, HA S, 群 表示 的 解析 表达 Ж. 而 B. 
， 当 基 取 为 正则 母 单位 时 ， 将 得 到 5, ІСТЕ 

Т 是 S, 群 的 一 个 — 

БЕ, 由 引 理 5.6 4, ag [г] Ш 
OTEN E 本 原 EEL, | тоз тет тізе тез” 
099 = пі) 从 了 5 开始 


+ ЕР! E Ш 
ye TU” п 


и a t 
T „^1 y”... T ii] А 其 中 Ги. TE? | ТС тс)" тез” 
是 把 ТУЗЕ n 去 掉 而 得 
гай -4 
的 杨 Ж, Г.’ ЖАТУ 中 图 5.7 S, 的 两 个 标准 盘 系 列 


= ля Sk Po n- 1 t A 


feere TO RRR FECE 1 的 杨 盘 . 图 5.7 给 出 了 从 S, Пу gt 
TR ТО ЕЮ bë Më RATE Те, Те 和 
T?” , T” | т, | 

从 上 述 做 法 得 到 的 ,了 TU” -.,Т ра 8, 的 子 群 
Sn_1;Sn_2,"… ,Si1 的 标准 盘 。 从 定义 可 以 知道 ， 不 同 的 标准 盘 
Т?з, {ЕЩ ИЕ Ж p| T. ,TW TO 是 不 同 的 。 设 

Ета EYY .. EN ЖЕ ТО” TYY e, T р р а, 

(ӨЗ TIER ‚(өз TEY 9)-IE 0 分 别 为 S。 

可 Заан, S, ВИ ЖИ. 
有 了 标准 盘 系 列 ， 我 们 就 可 利 


人 [3] тез! pel 
Я TF НЕ ЖЕ ЖЕ ҚҰЗҒЫН 


112) 
HA | e54 = [0:4] -1 et Eer 


| | d ” Р г , ғ 1” 
тіз та Те: е' 21 = 0:22 ] ег: ЕЧ? есл) , 


r j? 一 е рд)" aCA 
21 | LE E есе еее РЕФ тд ... зов EE * 


тез Е тізі төз” ell = Sp 
ñ | Ë: E] (5.39) 
由 图 5.8 h 5, 的 标 ЙЕ Я НЯ 
тоз | т: тех | 系列 和 去 (5. 36b) 可 以 求 出 


图 5.8，33 标 准 盘 系列 | 
6[33 = Sy, 

ег? = [50+ (1 231, 

өте = 55+ (1 22+ (1 3) + (2 3)+(1 2 3) + (13 2)]; 
б! =s, е1 = [0+ (1 271, 


ее == [250 + 2(1 2)- (1 3)-(2 3)-(1 2 3)-(1 3 201; 
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ez =S 621 =[80- (1 2)1⁄2, 


= 5 [255 - 2(12) + (13) + (2 3) - (123) - 2322; 


=se е1 21-61 22/2, 


өгіз: = [5 - (1 2)— (1 3) – (2 3)+(1 2 3)+ (1 3 2)], 


(5.40) 
НГӨ ТЕ ЕЕ ЖМҚ (5. 39), 利用 乘法 ж 易 证 明 
er 是 本 原 医 等 元 ， 而 且 


елес? = 6 [ 1) 1 6,462; | | (5 41) 
还 可 以 证 明 Е 
> е: = 50, (5.42) 
LAGT 


xE T — ТГ ЛЕ Г ЖТ, АЖ c, cC 58, 
ETAS OnT, 定义 算 符 ЕУ = PRO, Жан Ру 和 Оу 
为 由 式 (5.20) 定义 的 TI Ту. = 

这 样 我 们 就 可 以 定义 sn 群 代 数 Ro 的 基 为 

| е = роде “Ее, (5,430 
其 中 | [А] = 一 [n], [ n -1 11," ‚| 1*], r,s = 1,2, JN, 

TA, EW Б), р | | 
, ех = ес, (5.44) 
这 组 基 е, ЖД | О, 
e ег = 0, Аср. | (5. 45). 
我 们 称 е; ЖЕН ИО ЕТЕ ШЕЕ А У. 这 组 基 实 际 就 是 按 群 
链 S aS, I... S ОЗ H УА. 


中 正则 母 单位 共有 (222 个 基 ， 它 是 Re 中 完备 基 。 对 任 ` 
Е хе Ес, 可 以 用 定 正 则 母 单位 展开 ， 
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x = У) ода, (5.46) 


当 [ 科 固定 时 ， 式 (5.46) rh хи: ТАЯ x RJ eo BE Ух) = 
HERE. VUCO E Кой ARTAR д. Ч а НЯ 
и, [п-11], e CL, RARA R 的 所 有 不 等 Жағу Ж 
示 。 这 组 不 等 价 不 可 约 表示 称 为 时 正则 表示 。 人 补正 则 表示 不 是 西 
由 节 5.1 的 讨论 知道 ，S 的 任意 元 素 可 以 写 为 相 邻 数码 对 
换 (k-1 k) 的 乘积 。 如 果 知 道 了 (f -1 k) 在 不 可 约 表 示 V 
中 的 矩阵 元 ， 则 可 由 乘法 求 出 所 有 S, 元 素 在 Y Е. F 
ШЫҢ ИСК 1 ЮРА Ж: 
( МЕ k- 1 # k {Е ТН АН, 
| УЖЕ k=l; = 
(2) Ч К-Т mk ТА 的 司 一 列 时 ， 
УН-Т D= - 1; 
(3) 当 数字 大 -1 和 大 不 在 了 2 的 同一 行 或 同 一 列 时 ， 设 
ТЗ = (К-1 OT, о К-т КЕ ТР Arh H FAE 离 ， 
У (К-1 k))= - p, 
УСТ К) = 1-0, 
VCK -1 0) = 1, 
УСК 1 k)) = р; 
(4) 不 属于 以 上 三 种 情况 的 其 他 情况 ， 
УН-Т К) = 0, 
КІН Ез ТУ, ӘЖК-ІЗІК К 的 定义 为 
АЖЕ k- 1 到 数字 , .凡是 向 左 或 向 下 数 一 个 方 格 是 + 1， 向 右 
或 向 上 数 一 个 方 格 是 -~ 1， 这 样 数 出 的 代数 和 称 为 K- 1 2 k 的 铀 
距离 。 例 如 在 图 5.4(3) 的 盘 7TY "中 ，2 到 3 的 铀 距离 是 +2，1 
到 2 的 轴 距 离 是 一 1, | 
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(5,47) 


AR (5.47) 和 S, бй, 可 以 求 出 至 部 S, в Фа 
” 则 表示 ， 
例 4 МА (5.47) TARH S: РЕ ЖАУ, 
1 0 
vaxa 22 =): 
— 1/2 1) 
1 1/22 
其 它 元 素 (如 so(1 3),(1 2 3), (13 2)7) 的 表示 和 矩阵， 可 以 通过 
УЗ (G DDA V 52 3)) 的 乘法 而 得 到 ,此 处 就 不 再 详 述 .了 ， 
МАЗ (5.47) 和 例 4 "ТАН, ЧЕ Е М 9 3. 
为 了 得 到 对 称 群 代数 的 西 表示， 我 们 先 引 入 杨 盘 的 盘 酚 数 的 
概念 。 苦 对 于 一 个 标准 盘 了 虐 ”， 有 一 个 数 y 与 之 对 应 ， 则 数 
АСГА = En], 66,1" rr=1, 2 大 就 称 为 盘 В. 由 于 标 
准 盘 由 54] 和 了 决定 ，y 是 L4] 和 > В. 
有 了 盘 夯 数 概念 之 后 ， 我 们 就 可 利用 盘 画 数 ， Го 
的 新 基 0…%， 使 对 称 群 代数 在 90x~ 基 下 的 表示 是 西 表示 。 
OM = ИА er саю 
ГА] = [n], n—- 111, ,[1*], 7,S=1,2,. FN 
从 去 (5.48) TARN "= 8 Е, 
О = e, = е, (5.487) 
š r i, 基 ОЙ: A PE Л Bh š bk e, PJ fh JC ak Яй 28. np ВЕ 
ЕЕ, ЖО); Ар Pi Жл, ОЖ 
нн. у: 取 为 


үгө? »-( 


PE = Ф (пуф (п 1)-- ФИ), (5 49) 
其 中 , 
фОХау- П (1-с,), (5,497) 


AP е! ЖЕН fw 的 数字 1 与 第 v 行 最 后 一 个 数字 之 则 的 
轴 距 离 。 yw 是 E 字 n 所 在 的 行 数 , 当 7# 在 第 一 行 时 ， 定 义 
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Фп) =1. іш ФУ Ха-і), Ф/(а-2),-", PWA) 同样 由 式 
(5,4999 定义 。 但 它们 对 应 的 标准 盘 不 是 T2:， 而 是 二 ТЕН! 
Ну Ж о Ж ЯГА TAY pee T0 y gj i E фу '(n- 1), 
PRA- 6, PEO, 

pn- 1) = Ф (n— 1), 

ФУ? (п-2) = ФА” (0-2), C5 50) 


pr (1) = 1。 | 
іп 5, Bg Гр, 用 图 5.9 给 出 的 标准 赵 系 列 ， 可 以 得 到 


в 


人 ШЕН | фу 1005) = (1+1/4)(1+1/1), 
Я 四 фо 1104) = pP (4) = (1+1/3), 
|5. фу 1 (3) =$Ф' (3) = 1, 

Тіз) т) 由 531 1:(2У9-Ф?1(9)-і1, 

фу 901) = ФО (1) =1. 
[IEP] DT 9 yg 


төз те) ти? 
图 5.9 ТЗ ИЛЛЕ ЖО 3 гі. 10 
1 -7 3 ° 


对 称 群 代数 Re 的 任意 元 素 可 以 用 正则 母 单位 0x。 展开 ， 
х = >) дл) о (5,51) 


ГАЗ гәм 


取 


U (X) =, 
我 们 就 得 到 了 Ke 的 下 可 约 酉 表示 С^ (x), 

相 邻 数码 对 换 (f- 1 К) ЗЕ НЕЕ UEU- 1K))H ТАН: 

《1》 当 数字 ~1 和 在 7 了 2 的 辣 一行 时 ， | 
ГАСК 1 K)) = 1; 
(2) ЧФ k-1 ik Æ THR TE Ур, 
(к= 1 k))=-1; | 

(3) ЧФ К-КЕ Г’ BJ Bi] — fT эй [а] — Я), ix 
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TA =(k-1 ҚТЫ, р ЖЕ k— 1 #| k ТЕТ! ЖЕ, 
| 
U 2 ((k- 1 Kk)) = - o, 
UK-1 K))= 1-p’, 
К-т К-т, 6.52 
(,76(%-1 k)) = | 
(рб 不 属于 以 上 三 种 的 其 它 情况 
| U -1 К) = 0. 
М5 (5,520 пи Н, HEMRA ОЙ F, Ж О'* РЧ 
ж. | 
JK (5.52) #15, 群 的 乘法 ， 可 以 求 出 Sn 群 的 所 有 不 等 
价 不 可 约 西 表示 U., ЖП ИТ S, РЕЛЕ ЖО. 
例 5 出 式 (5.52) 可 以 求 出 S, 群 的 三 个 不 等 价 不 可 约 酉 
Жл. | | 
О 31 ((12))=1, UMR 39-1, °>, 


veah) 


1 
Иен ((2 39) -( 7/2 v 3⁄2), 
| 23/3 1/2 


О пз ср 2))=-1, 1/15((23)9)--1, >, 
ЖЖ Жл АНЕ, РГА ДЕН Rma, kE ЕВЕ. 


5.5 U(m)8#0SU (т) ЖЫ) Ж 


利用 对 称 群 的 表示 ， 可 以 求 出 西 群 和 特殊 西 群 的 不 可 约 表 
示 ， 本 节 将 对 此 作 一 简单 介绍 。 类似 的 方法 可 以 用 到 一 般 复线 性 
群 ， 也 可 推广 应 用 于 正 交 群 和 辛 群 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 文献 
[12,2]. | x | 
设 V A m ра 22 E], ХЕХЕ, 


173 


Үр ЕЖЕ (и), В m BE О (т), 

Ц (т) = {иЕСГ(т, С) |ии =ши+ =E}, (5.53) 
Жер ЕЖУ 中 单位 和 矩阵， 从 定义 知 UCm) 是 一 般 线性 群 GLCm,C) 
的 子 群 。U(m) 群 具有 无 穷 多 个 元 素 ， 是 一 个 无 限 群 。 
上 从 线性 代数 知道 ， 对 任 一 个 严 阶 西 矩 阵 4 ， 一 定 可 以 找到 另 
Ат: о 使 它 对 角 化 ， 即 
[= 0 … 0 


рир+=| 09080054 0- , (5,2-0 


| 0 ` os т! 
其 中 Er, Ere ,em 是 绝对 值 为 1 的 数 。 所 以 UCm) 群 的 任意 元 素 
”都 与 对 角 算 阵 Ce, Ee, вы, 因此 我 们 用 mm 个 绝对 值 为 1 
的 数 来 标志 ОС. и 属于 类 [6,, 6, en], 
| деле” | 


detu = 1 
рт x т Pš Яр, И и Жез ХАРИ ЖЕНЕ, 
RJ k. m НЕЕ ЯК РН ДЕ SU (т), 
。 SU(m) = (uC U(m)|detu= 1}, (5,55) 


我 们 在 第 四 章 已 遇 到 过 的 SU (2) 群 , 就 是 m=2 № SU (m) E. Ж 
据 定 义 式 (5.55) 41, 8/(тОЖ О (т) т. 
SU (m) RER F E U Ст) э, ар Н т Hkt EA 
1 的 数 (81,562,… ,Em) 来 标记 。 但 SU (т) и 还 必 需 满足 
ЖАС, на SU(m) 群 的 类 的 数 61,82,… ,Em 还 应 满足 
条 件 | | — 
816-6. = 1, i (5.56) 
我 们 首先 过 论 UCm) 群 的 表示 。 根 据 群 表示 的 定义 ， 在 第 二 
章 例 2 中 已 指出 ， 任 何 仿 阵 群 本 身 便 古 该 群 的 一 个 忠实 表示 。 
U(m) 本 身 也 是 U(m) 群 的 一 个 表示 。 因 为 群 的 两 个 表 示 WA 
BERKAT, MA nA Um) 的 下 PHU U (m) 的 表示 ， 记 为 
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(О (т))", RAUH n ЧЕН ЛІ, 
(UCm) = {и*}, | 
u" = иди). би, (5.57) 
n. 
UCm) 作 为 UCm) 群 的 表示 时 ， 其 表示 空间 就 是 V 。 设 (eu 
езен) 是 V 的 一 组 基 ， 则 V 中 任意 向 量 x 可 表 为 


х = У? х;е;, 
4-1 


Еж UMY BJ СЕНДЕ л + V HER, У" = УУ 
QV УЗ 的 基 由 (@i,@;," бі ) 构 成 ， 1,15, ee ,In = 1 ,2,° m, 
V* 中 任意 张 量 耻 为 

F= > Ға,і. 106, eiei > (5,58) 


Есі, ig se in) = Xi Xi, е Хр, Шш 
Ес, i s ВН Е ЛУ. Ва) V" 是 m" ІН, ИК 
EFRA т" 个 分 量 。， 由 于 群 表示 的 直 积 一 般 不 是 不 可 约 的 ， 
(UCm 一 般 也 不 是 不 可 约 的 。 设 V* 中 有 一 个 UCm) 的 不 变 子 
ERW, WHIA, Fr, Fa), 则 对 任意 uEU(m)， 有 


Cu F; = > Ву (ҘЕ), 
1-1 


BoD нда хан: ВОО: л. Ж Z B= (B(u); 
Ост л, RHEB UAU Ст)" 在 不 变 子 宏 间 W 
ЕЯ ЊВ Е. 

下 面 定义 ОО, f 9 бл. HE U Cm) 36 3 u BJ Mi 元 为 
ц:41,7-1,2,»",т), ЗО (m) Ч — A KR z В = {В(и)}, 
Ви) - ЕЯ t; В / КЖ, М pR Всиу ОС (m) 
қыл. Уот 级 表示 与 张 量 表示 (CCm)) 的 关 
系 ， 由 下 面 的 定理 5.8 给 出 。 | 

定理 5 .8 UCm) 群 的 每 一 个 nn 级 不 可 约克 示 ， 被 包含 在 表示 
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(U(m))" 中 . 

由 于 第 阵 4 Жи" 是 妇 正 的 ， 所 以 CU Cm))" Жл, НИЕ 
理 2.1 知道 ，(U(m))" 是 完全 可 约 的 。 定 理 5.8 的 证 明 请 参考 
2]. - 

利用 定理 5.8 ag, REU) 分 解 为 不 可 约 表 示 的 
直 和 ， 就 可 求 出 UCm) 的 至 部 nn 级 不 可 约 表示 。 而 对 (UC(m))" 的 
分 解 ， 也 就 是 对 其 表示 空间 ”的 分 解 。 若 VAAR AER Um) 
的 不 可 约 不 变 子 空间 的 直 和 

| У" = W ФИ, Dee, 

ИЕН СО (m))" 在 Wi,W,,… ,诱导 出 的 表示 Bi,Bs,,… ,就 是 UGCm) 
群 的 所 有 7 级 不 可 约 表示 。 于 是 寻求 U(m) 群 的 n 级 不 可 约 表 示 
的 问题 ， 就 变 成 了 对 张 量 空间 У" 的 分 解 问题 ， 也 即 寻找 V" 的 
全 部 不 可 约 不 变 子 空间 的 问题 。 

”从 定理 5.1,5.2 和 5.3 知 道 ， 如 果 能 找到 一 组 不 能 分 解 的 、 与 
(сту) 可 以 交换 的 投影 算 符 ， 就 可 以 把 V* 分 解 为 不 可 约 不 变 
子 空间 的 直 和 。 下 面 我 们 可 以 看 到 ，S， 群 的 正则 有 母 单位 

ОА, ГА] =[т],[п-1 12,417), ғ-1,2,.Г, БМ, 

正 是 这 样 一 组 投影 算 符 。 对 任意 FEcV"*， 定 Х 0 对 下 上 的 作用 
为 | 
ГОЛА Е Ла, tg s fn) = ОТЕ ig ee in), (5,59) 
即 ОУ Е РЕ, ie s а) О iii EM. FE | 
(O L (U Cm) ЕП} f2 °° in) 
= О; СИ т)" Ға, i, + in) 
=0 У) tij шыиуеш у РО D + ja) 


21579979) п 
= >, шшш іі, ОЗЕРО Pb e fa) 
319329792, | 
=((U(m))'[O ЕТ} (ч, 1, = in), 
因此 ОР; 与 (CU (m))" Аз, 
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| О (U <т))* = (U (m))"* ОШ, (5,60) 
Ж, ШОУ? МЕХ (5.48) ЖЖ (5,40, ， 知 道 


О; rr OI 8 = Ол в ys О, (5,61) - 
>O = 1, (5.62) 
[Аг | . 
取 
F; = ОК, (5.63) 


其 中 上 СУ", ЖРА 构成 V" РИ, М (5.61), 
(5.62),G5.63) А, 0A 正 是 满足 式 (5.12) 的 一 组 投影 
算 符 ， 因 此 V" 可 以 约 化 为 >, Фу ж О 与 (И(т))*н] 
以 交换 ， 故 每 个 子 空间 WW! 是 U(m) 的 不 变 子 空间 ， 给 出 U (m) 
. 群 的 一 个 表示 UW, h О = e 5, 群 代 数 的 本 М, 
知道 О 是 不 可 分 的 ， 因 此 由 О’ REHAT WY 是 不 可 
约 的 . 
也 可 以 从 V" 中 张 量 了 满足 的 对 称 条 件 定义 ИИ, ШЕМ 
O F=0, Щи -Е[А], | 


W | 5.64 
ОАЕ =0, енг. | | ? 

H (5.45) MA (5.48) 有 o 
OO = 0,, 6,01, (5,65) 


利用 HRG. 65)， 可 以 得 到 满足 对 称 条 件 G. 64) КЕ F аар 
成 ОЗЕ 的 形式 ， 即 
F = > OF = ОАЕ. 

下 面 我 们 还 可 看 到 ， 具 有 相同 分 割 [4 的 两 个 不 可 约 不 变 子 
RAWE MWE, арам е ра ON Ж. xF fr Ж 
ғме үу, 

ОЕ: та ОАО ЕА Є W , 
kk W дп У аъ, AS BJ PJ И 和 UY! Вне. 
ME y а ЖАН aj а, АН ЕО а, 
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于 是 我 们 可 把 空间 Y* УЖ жін УЕ 
接 和 ， 其 ГА] = [n], [п-т 1], e [1], г=1, 2, e К, Ж 
示 О, ÆU) 在 Wi! 诱导 出 来 的 ， 它 是 UCm) 群 的 一 
个 不 可 约 志 东 ， : Е 

还 可 以 证 明 ，V" 的 不 变 子 22 间 ИИ, [АТ = ГА, А, + 
Ak ARAR + ADS, A Котин. Ми, H 
(сту 在 不 变 子 空间 И 诱导 出 的 表示 ， 可 以 用 AA e, 
4m TEORI, HEHA АА, 2. SAn 20, 

МЕНЯ, Жау ОЕА Cm) EWA 上 请 
导出 来 的 ， 而 不 可 约 不 变 子 窄 间 W21 是 由 满足 条 件 (5.63) 
的 张 量 构成 的 ， 即 

Ри ig ee fn) ОАЕ b +. 1). (5.637) 
如 n=3 时， | 
Е, iç в) =О%?Р(ї, í, їз) 


== {Р i, i) + FG, is У + FCs i, i) +F(, i, i) 
+F, i i) + FO, i iD), 
FRUC, is i) = ООР), i, is) 
== {2F(i, i> 13) - Ра, в 1) — F(is i, t) +2Р(ї i, із) 
- FG, iç iÐ- FG, i, iD), 
ЕН iz i) = OP FC i, L) 
== (2FG. i, ia) - Ра, ia i) Е, i i) = 2FG, і, i) 
-Ғаул t) +F(, U 11)}, 
Ри G, t 13) = ОТТЕ 1, 1.) 
- HEFG, is i) + FC, в i) + FG; i i) = FG, i i) 


-Еа t3 16) — Е, 1, >}. 
i (5.66) 
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5 (5.637) 中 Fp BRICA, r 对 应 一 个 确定 的 杨 盘 T ,我 们 引 
АЯ ЖЖ ЮЗ, s йк 2) 35 (Wey) в. 如 图 5 10. 把 式 | 
(5.63) 用 图 表示 外来， 第 一 个 盘 是 杨 盘 ， Я Тин 


1. 
1121314] ҺГ. 
ао ШІН | | 


图 5.10 | 

К =О Рта, ЧРЮ У" ПЖ ei Ci tee HF, 
К ДЫ í W RER., Вина, VV 中 不 同 的 张 量 ， 有 
可 能 给 出 同一 个 张 量 F221。 例如 当 n=3,m=3 有 时， тз + 
j, РУ ЖОЛ ЕМ үу ЭШ, ДІ 

Ст) =ЕАТЬ, 

F2220 2 2) =Е(222), 

Е (333) = Ғ(33 3), 


Е\??(1,12 ) = {Р 12) +Р(12 1) +2211}, 


FPA HFL +Раз 1) +6311), 


Е??(122) (Ра 2 +2220 +Е(12)}, 
FQ 2 8) = (FG 2 3) + (232) +2(322)}, 
Е 33) = {Ра 33) +331) +Р(313)}, 
Е 3 3) = (РОЗ 3) +24332) +Е(323)}, 


Е (123) = (FG 23) +Е(23 1) +Е(312) +Е(2 1 3) 
+F(132) +Е(321)). 
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WRO а ЛЕМ, Bl 
Рур 2) = 3{2F(112) -F021)- F1 D), 


FY 13) = (РА 13) -Р(13 1) -FG 10}, 

| ЕО 22) = {FC 2 2)—2F(221) +F(212)), 
Fr211(] 3 3) == (FG 3 3) -22(33 1) +F(313)), 
РРР 23) = 3{2F(2 2 3) -Р@32)-Е(322)}, 
i Fizll(23 3) = (РОЗ 3) -2Е(33 2) +Е(323)}, 


F521161 2 3) = (2FG 2 3) - Е623 1) - Е(13 2) + 
+2Р(21 3) - F(32)- FG 2 D), 
FG 3 2) = (2FG13 2) - F(321)- F(23 1) + 


+22(312) — F(123)-F(213)}. 
уро шй 8 个 线性 独立 的 分 量 ， 即 


FZ 2 1) = ГРА 21) -Е(2 1 1)], 
Е 15613 = [FC 30-2310}, 
ЕО 2) => (Ра 22) -Р(212)], 
ЗЕК) = [FA 3:3) — F(3 1 3)], 


1 Е12023 2) sus 3 2) — F (3 2 2)], 


= 


РУ 9233 => LF(233)- F (3 2 3) 1, 


PY 3 2) ws 3 2)-2F(312) + F(2 31) 
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+F(123)-F(213)- F(32 0, 
Е (123) = 二 [2F(1 23)-2F0213)+F(321) 


+F(132)- F(312)2- F(2 3 1) 1. 
$ НЯ МН: ЛЕ АН) ВСЕ МЛ], nj 
以 重复 ;在 每 一 列 中 卉 大 的 数字 А J. К, 但 不 可 重复 。 Ж 
5.11(a),(b),(Cc) 分 别 给 出 [3],[21] 和 [3 对 的 圳 H 盘 。 每 一 个 
韦 耳 盘 经 05 作用 ， 给 出 ИУ! 的 一 个 线性 独立 的 分 量 。 


am рр нее B 


шан а PRE 


ЕН 8545) FE 
ПЕ CEE ШШ 


(а) (b) (c) 


图 5.11 

.利用 韦 耳 盘 ， 求 出 由 ”空间 的 基 , 再 恨 据 张 量 表示 的 定义 ， 
пружне ЧСС (т), A 

[L 2 (uye; еее] 


= > Ui k, Hik. Hi k; X 6k Š katt kpo (5.67) 
йа 


表示 ОО ЖЕ ЕРИНО (5.67) MA (5.63’) ERA 
Н. 
О CD) 群 不 可 约 表 示 愉 ”的 维 数 4 “满足 ， 
1 ИШТЕШ (5.68) 
其 中 [4 =[4 Аз … Ат], МАЈЕ т ТЯ т ЯК”. 
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如 


Tm т+1т+2 
EosT ТЫЛА УЕ іт(т +1) (1+2), 
| m (m +1) (m - 1 1 с _ 
dons ЕС" УЗО т mem + уу, (5.69) 
аз т т-іт-2 1 
TRIR Ат -2у(т-1)т, 


“т =3 时 ， 式 (5,69) 给 出 与 前 面 一 致 的 结 

从 上 讨论 知道 ，U (Cm) 群 的 每 一 个 7 级 不 可 约 表示 ， 可 以 用 
т 个 数 А 2:24, 2... 2А 220 来 标 и, А, + À; +... + А = H, RH JH 
ЖОРЕСІШЕЕЗ на U COM n k aN aJ # 示 LU。 可 以 证 明 
Сөз 的 特征 标 为 


x 《51 ё Em) “ Jgm-lgm-2 .] |° (5.70) 
其 中 
Et: ей? Eim | 
h h h 
chighy.. бт | = 2,1 Е: бот 


єт 22 se Elm 

(Аа = À; +m-1), 

通常 把 UCm) 群 不 可 约 表 示 U: 2) В) RERBA, 
| АЗ e, +» Em) = (À, А, ++ Ат}, 
并 称 它 为 S Ж (ЕШШ). | 

因为 单位 元 的 桂 征 标 ХА Се) А н у ОЛ ЕК 
dal Бф ААКу (5.70) ЫЖ 45, 
| da= ACh, h, >. Я,О/А(т-1т-2 … 0), (5.71) 
其 中 | 
ACh, Е...) = ШЕ -#). 
PF 

5 (5.71) 5 (5.68) Е. И, 4 n=m=3 时， 


182 


413 =10, 41021-8, 4183 =], 

现在 讨论 U (m) 妹 不 可 约 表示 直 积 的 分 解 问题 .类 似 节 4.5 对 - 

转动 群 直 积 的 分 解 ， 先 考虑 两 个 特征 标 〈 舒 尔 范 数 ) 的 乘积 。 可 
U | 


{А ЖИГ Шъ} = 2169, 035.0}, (5,72) 


Я {о, Ogre Om) дЕ ГО, cs … о = 0750Ж. 910 1% 
由 杨 图 [4 加 上 局 个 标 有 2 УА, u, br B BJ yi, Mus 个 标 
Яу 的 方 格 …… 而 构成 的 ; 在 相 加 过 程 中 ， 还 受到 下 面 两 个 条 件 
的 限制 . | | 
(1) 在 相 加 过 程 的 每 一 步 都 要 构成 一 个 杨 图 ， 并 且 有 相同 
标号 的 方 格 不 得 排 在 同一 列 ; 
(2) 从 第 一 行 开 始 从 右 往 左 数 ， 再 接着 从 第 二 行 自 右 往 左 


数 ……， 要 得 到 4,B,y,… 的 一 个 格子 排列 。 即 在 它 任 意 前 i 个 
标号 中 ，o 出 现 的 次 数 大 于 6 出 现 的 次 数 ， В айк ж к Fy 
出 现 的 次 数 …… | 


ШЕБЕР АПЫ, Ж (5.72) RI, UCA 两 个 不 可 
约 表 示 о тие а Иле, рТ Они 
可 约 表示 7° 的 直 和 ， 共 中 [oj 就 是 出 现在 式 (5.72) 001, 
例 6 求 UCm) 群 的 不 可 约 表 示 必 0 与 UV en уни п?) © 
Ut 所 包含 的 不 可 约 表示 И. НЕА (5.72) Жо Е 
则 ， 作 图 5.12。 求 出 
11542 1}={321}+{3111} 1921 1} + {2 1 111), 


ве ВЧТ 


图 5,12 
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干 是 我 们 得 到 
U 0181 60070211 = (753 2 UU (3111 DU [2 2.1 1} РО D 11111 . 
可 以 证 明 U (m) Ао Жарғы СА, ШВ PRSU (т) 
的 不 订 约 表示 。 ЕН. (ту Жау эк Ип И, 
т 9 | | о 
| ГА, Аз ++ Ат] = [0-а -а ж m-a], (5.73) 
a 是 不 大 于 и 的 整数 ， 则 由 式 (5,70) 可 得 | 
АЕ (A. A, + Ат} 
= (6,6; = sm) {А-а A-a oe А-а), 
对 SUCm) 群 由 式 (5.56) 可 得 ‚ 
{4}={А,-а А-а << Аһ -а}, 
ВА ГАЈ, СЕТ А N (5.73), MA 
{и} = {6-а hoa И,-а) = {Л}, (5.74) 
нр, Жағу ИЖ UEA 
ЕЕ SU(m) 群 的 表示 是 等 价 的 。 于 是 
М 我 们 得 到 ，SU(m) 群 的 所 有 不 等 
иу ар А). 
О” Си [al LAJ = LAr Az е Ате 0 
| | (422452266. 224220) 
来 标记 ， 等 价 关 系 (5.74) 可 以 用 


图 5.13 


图 5.13 表 示 出 来 。 
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第 六 章 李 群 基础 


李 群 是 无 限 群 的 一 类 ， 也 是 迄今 研究 得 最 为 清楚 的 无 限 群 。 

_ 李 群 在 物理 中 有 广泛 的 应 用 。 由 于 在 李 群 的 研究 中 ， 往 往 把 抽象 

群 与 微分 流 形 相 结 合 ， 因 此 本 章 前 面 三 节 先 简单 介绍 有 关 拓 扑 和 

微分 流 形 的 知识 ， 以 供 读者 参考 。 如 果 读 者 只 对 李 群 局 部 性 质 有 
兴趣 ， 则 可 以 从 本 章 第 4 节 看 起 。 


6.1 拓扑 空间 


为 了 引入 微 分流 形 的 概念 ， 首 先 介绍 拓扑 空间 。 拓 扑 空间 是 
极其 广泛 的 一 种 空间 ， 它 是 由 一 些 元 素 的 集合 加 上 其 满足 的 拓扑 
来 定义 的 ， | x 

定义 6.1 设 X 是 一 个 集合 ， 其 元 素 x,y，,z 称 为 点 ， 若 能 在 
X 上 规定 一 个 子 集 组 妇 ， 使 以 下 条 件 成 立 ， 


(1) XEF, Се; (6.1а) 
(2) @ Hf о Ж О,,О, , .. ;Ok 的 交集 属于 
О, ПО» П. ПОС б; (6.15). 
(3) ФЕ &1ї ЖЫШ EET e, 2062, 有 
UOC e; | (6.1с) 


OEO 
则 集合 X 与 2 一 起 称 为 一 个 拓扑 空间 ， 记 为 (XX,2)， -ФжАХ 
的 一 个 拓扑 ， 每 一 个 ОС е 称 为 XX 的 一 个 开 集 . 

有 了 时 也 可 略 去 2， 简 单 地 用 半 表 示 拓 扑 空 间 。 但 要 注意 ， 拓 
扑 空间 不 是 一 般 的 集合 ， 而 是 定义 有 子 集 组 的 集合 ， 子 集 组 由 开 
. RHE. С 
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. 定义 6.2 ШОХ.) 是 拓扑 空间 ，4 是 和 X 的 一 个 子 集 ， 如 
果 X 与 4 的 差 集 4° =X-A (又 称 A 的 补 集 ) БЖЖ, ЖИА E 
Ж. р 
定义 6.5 Ш (Хи) 是 一 个 拓扑 空间 ，OiE # 是 X 的 一 个 
开 集 ， 我 们 称 O; 是 它 所 包含 的 任意 一 点 的 一 个 邻 域 . 
例 1 设 XX={a,b,c} 是 有 三 个 元 素 的 一 个 集合 。 如 果 取 
@ = {07 {а}, {а,Ь}, {a,c}, {a,b,c}}, 
пише (6.1), ЖӨЖХІ-Һ КЕ, X, e). 
А]. Ø, (а), (4,0), (а,с), (a,b,c) 是 X 的 开 集 ， 
{а,Ь} 是 点 ae 和 点 的 一 个 邻 域 ，{a,e} арай c 的 一 个 邻 
_ 3. Ө {b}, {b,c}, (a,b,c) Б.Х 的 闭 集 ， 其 中 以 和 (a,b,c) 
HEFE, XERE. | 
而 同样 = {4a,b,c}， 如 果 取 子 集 组 为 
(Ø {a,b}, {a,c}, {a,b,c}}, 
”因为 
{a,b} N {а,с} = {а} 
不 在 子 集 组 中 ， 因 此 
| {# Да,5),Ха,ғ),(а,5,2)) 
不 是 针 的 一 个 拓扑 ，X 就 不 能 通过 它 成 为 一 个 拓扑 空间 ，。 
例 2 设 X 是 一 个 非 宏 的 集合 ， 令 
#в={5,х}, 
о (6.1), Же ХЮ, CX, e): ФЬ 
空间 。 这 样 的 拓扑 空间 称 为 平庸 的 拓扑 空间 ， 它 具有 的 开 集 数 目 
ДЕЛУ. | | О 
м X = (а,Ь,с) 时 ， 取 
| @={@ Да,5,е)), 
(X, e) 给 出 一 个 平庸 的 拓扑 空间 ， 
例 3 Ха ЛЕЖА, 2 
е ={0]9ЕХ}, 
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即 子 集 组 @ 由 X 的 折 有 可 能 子 集 组 成 ， 这 当然 满足 条 件 式 (6.1)， 
Кел ХЮ, X, e) 是 一 个 拓扑 空间 。 这 样 的 拓扑 空 
间 称 为 分 立 的 拓扑 空间 ， 它 具有 的 开 集 数目 最 多 . 

щ X = (a,b,c) PF, HR 

 @e=(Z,(a),(b),(e).(a,b).la,e).(b,e).(a,b,.cly, 
(ХЛ. ШІН е OE 7, {а}, {b} 
{с}, {a,b}, e 也 都 是 闭 集 ， | | 

#4 设 X 是 一 个 n 维 欧 氏 空间 R"。 我 们 知道 R рр x 
用 7 个 实数 Xi, Xa, ,Xn 标志 ， х= (X1, X2, в), 在 "中 定义 
两 点 x ЖП у 的 距离 | | 


Ы | 1/2 
р(х, у) = р> а-и. (6,2) 
3-1 


焉 离 人 子 欧 氏 空间 一 个 空间 结构 。 在 距离 概念 基础 上 ， 对 欧 氏 空 
闻 任 一 点 x.， 可 以 定义 x 的 一 个 球形 邻 域 V(x,e)， 

У(х ,=) = (v€ Х|о(ху)<є}, (6.3) 
У(х, =) 是 一 个 以 x В, “ТИЯ. ES OEE D PROJE 
_ ЩЖ, Е 

-|0- U Ус, AE X|, 

ХЕА,ё ЕЙ О 

“Е И A Riy, ОКСАНО A АР. НИЕ 
自然 拓扑 下 (X ,2 ) 是 一 个 拓扑 空间 。 

从 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 拓 扑 宗 间 中 的 邻 域 是 欧 天 空间 中 邻 域 
概念 的 推广 。 同样， 在 拓扑 空间 中 也 可 以 引进 拓扑 子 空间 和 拓扑 
空间 的 次 积 ， | 

定义 6.4 设 (X,Z) 是 拓扑 空间 ，4 是 X 上 的 一 个 子 集 ， 

А. 
i ел2 ОПАЮЕ e). (6.4) 
可 以 证 明 (А, бойна (6.1), ЖА, бо АНН. 
(А CARAC Eh EAA RAR МІНІ, 2 4 称 为 在 


187 


А 上 的 相对 拓扑 。 | 
定义 6.5 ШОХ, ОХ)) ЯП (У, вОЗЕННН, Z = 
ХОУ 是 X 和 Y МЕ ЖЫ, № 
#(Z)=|O = U O,GO0,|6,€ P(X), 0:€ #0}, 
0160,,0,60; 
4277082 上 的 一 个 拓扑 ， 因 此 (2Z ,2 (2Z)) 是 拓扑 空间 ， 称 为 
(X, e (XAO, CODER E. | 
ы НН, АВР ТЕЗ АМЕН НӘ ЕН ТЕ. 
定义 6.6 ИО, ФЕН, : 若 不 存在 两 个 不 空 的 开 集 
O,,O,, в 
| ОО, = X; 


| O, 0O0,= 2, 
Ш ОХ, ду 是 连通 的 拓扑 空间 ， 或 简称 为 连通 的 ， 反之， 如果 
HEX, e) 的 两 个 开 集 01,0, 满足 式 (6.5)， 则 称 (X, Z) ЖЗ 
连通 的 。 | 
045 对 例 1 中 考虑 的 拓扑 室 间 (X ,2 )， 
X = {а,6,с}, | 
ө ={# {а} (а,Ь), (а,с),(а,6,с)), 
取 X 的 子 集 4= (0,0), PEA ЕН 
Pa ={Ø, {b}, {0}, {6,6} } › 
ША, ОХ, ВАКА). 
(X, ЕЕЕ, mimt TACA, e a) 8 3F38 
通 的 。 此 例 也 说 明 ， 连 通 拓扑 空间 的 子 空间 并 不 一 定 连 通 . 
6 ЖЫК" 和 R" 分 别 都 是 连通 的 ,其 直 积 拓扑 空间 
| | | R'@QR” = R" *" | 
也 是 连通 的 。 А x 
极限 的 概念 是 数学 分 析 的 基础 ， 它 是 在 欧 氏 空间 引入 的 ， 下 
面 将 其 推广 到 拓扑 空间 中 去 ， 
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(6.5) 


= ЖХ6.7 ШАХ, x ХВ, 
дих 点 的 任 一 个 邻 域 愉 满足 

Е (И- n AZ 2, | (6.6) 

则 称 x 是 4 的 极限 点 ， 有 时 也 称 x 是 4 的 聚 点 . | 

4 的 极限 点 的 全 体 与 4 的 和 集 称 为 4 的 闭 包 , 用 А Жк. Я 
以 证 明 4 是 ИЖ. 

97 ХУ КН R, mp R 的 子 集 4 (1, 
г, ln, = .}，x =0 点 不 属于 A， 但 是 属于 X，x=0 是 4 的 
一 个 极限 点 。 | 

当 取 А ={(х|а<х<ь}, ША R.E JFEZ|B][a b). Шах 
中 每 一 点 都 是 A Ед, АШЫ А = Га, р], 

ХУ К", А=У(х, 5) 是 以 2o 为 球 心 ，50 ТАНУ 
球 ， 球 内 或 球 上 任 一 点 都 是 4 的 极限 点 ， кА А ж 是 以 xo 为 
жа» Е 为 和 中 径 的 团 球 ， 

数学 分 析 中 ， 关 于 有 界 闭 区 间 [4,5] 有 两 条 基本 定理 ， 一 是 
[a,b] 中 任 一 无 穷 子 集 必 有 极限 点 属于 [a,b]， 另 一 是 [a ,bJ 的 任 
一 开 覆 盖 有 有 限 的 子 覆 盖 。 这 实际 上 是 两 种 拓扑 性 质 ， 前 者 是 列 
紧 性 ， 后 者 是 紧 致 性 .同样 在 拓扑 空间 也 可 以 定义 列 紧 和 紧 致 。 

定义 6.8 Ш(Х,е) 是 拓扑 空间 ， 如 果 X 的 任 一 无 穷 子 集 
都 有 极限 点 ， 则 称 CX, e) 是 列 紧 的 ， 如 果 对 和 的 任 一 开 覆 盖 都 
有 有 限 的 开 子 覆盖 ， 则 称 (X,w) 是 紧 致 的 。 | 

018 А! фуга, b] 作为 拓扑 空间 是 紧 致 的 ， 也 是 列 紧 的 。 
但 (a ,所 不 是 列 紧 的 ， 因 可 作 无 穷 子 集 {e- 1,2 -1/2，…pQa- 1/n, 

ap залаа 514. WE (0,0) AKERRA, MY 
Н (а — 1/2,b +1/2),Ca-1/22,b ы1/2%,»",(а-1/2%,5- 
1/2"), ++, ЖЕ АГЕЕВ НОЕ TAKE, bJ. | 

RETI, НИ ЖИН БО ДЕ ZS В, m 
且 任 何 列 紧 或 紧 致 的 欧 氏 空间 的 子 集 是 有 界 闭 区 域 。 但 对 一 般 拓 
імен, ЖЕ ИРАН; 52, IRERE, # 
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” 且 有 界 闭 子 集 并 不 一 定 列 紧 或 紧 致 . 

当 拓扑 空间 (X ,2 ) 的 一 个 子 集 4 ,作为 拓扑 子安 间 (4 ,6 4) 
是 紧 致 的 ， 我 们 就 称 4 是 (X ,@) 的 紧 致 子 集 。 | 

定义 6.9 豪 斯 道夫 (Hausdorff) НатТи 
НЗМ АСХ, ©). 

НЕН х,х” € X, хх’, 存在 x Ж x 的 邻 域 U。 和 Us， 
使 Us 站 Us, = 儿 ( 如 图 6.1)， 即 豪 斯 道夫 空间 具 有 分 É 性 。 如 


" БЕ К* 是 豪 斯 道夫 空间 , 则 平庸 拓扑， 

ИА \ 空间 不 是 豪 斯 道夫 空间 。 

( 可 以 证 明 ， 紧 致 豪 斯 道夫 空 

М. ` 间 的 任意 闭 子 集 是 紧 致 的 ; 反 
“图 6.1 2, ЖАН 325 [Н] tf. & % # + 


集 是 团 集 ， ШУ А ЪЗ ЗН ЖІНІ Ж. 
定义 6.10 (СХ, @(Х>»), (Y, есжан, Зл 
ЯҒ): унета, 
ЖХЕХ, + f(x) 的 任何 邻 域 VftzCY， 存 在 x 的 一 个 
Rik О.С X, 4 
FU DCV fes , 
则 称 映 射 f 在 点 x 连续 。 见 图 6 .2， 


如 果 映 射 了 在 X 的 每 一 点 都 连续 ， 则 称 f 是 连续 映射 。 还 可 
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证 明 下 面 定理 ， | | | 
定理 6.1 B(X, EXD, CYD 是 拓扑 空间 ，f:XX _ 
>Y 是 映射 ， 则 下 面 四 个 条 件 是 等 价 的 ， 

(1) ff 是 连续 映射 ， 

(2) Y 中 每 个 开 集 在 :f 下 的 逆 象 是 关中 的 开 集 : 

(3) Үн T EZE f TESK A X ВН; 

(4) w*wHE0 AC X, CDTIC). | | 

定义 6.11 ШОХ, EXD, вон, ЖЫН 
f:X 一 Y 是 一 一 对 应 的 满 映 射 ， 而且 S S 都 是 连续 映射 ， 则 称 
f 是 同 胚 映 射 ， 也 称 为 拓扑 映射 。 

对 同 胚 映 射 ，f 和 f°! 都 是 连续 的 。 因 此 /不 仅 使 4 中 的 局 
与 Y 中 的 点 有 一 一 对 应 关系 ; 而 且 还 使 XX 中 的 开 集 与 Y 中 的 开 集 
有 一 一 对 应 关系 。 这 意味 着 (X, e ADMO, ФСҮУ) 的 拓扑 性 质 
ВНИИ. ХНУ 中 闭 集 有 一 一 对 应 ; СХ, eX) 
Eme, CO(Y)) 连 通 !(X ,CO(X)) 紧 致 芋 (Y ,CO(Y)) 紧 致 ， 等 
но | | 

mi, eA, СҮ, (Үә) АЕ ИЕШЕ] f : X — 
У, ШЖСХ,ФОХУОНКСҮ, (Y D НИВУ. 在任 一 
ЕНЕ КЕТЕ МЕЛА, RAFE, ЛЕ, Ж.Ж 
通 性 、 紧 致 性 等 等 。 

нетната, киота рН 
通 和 复 连通 ， 引 进 道路 连通 、 道 路 同 伦 和 基本 群 的 概念 。 

定义 6.12 ROX, e) ЫМЕН, I ҖЕ R: 中 区 间 [0,1], 
HHI I = {оТ} CR! АВА а: ХА a(0) = xo, 
а(1) =х,, Xo, xE X, 则 称 а 是 一 条 从 х, 到 x, 的 道路 ， 

注音 道路 指 的 是 从 了 到 和 的 映射 0， 共 不 是 aC1DEAX 的 点 
集 。 可 能 有 两 个 不 同 的 映射 a Za, ІНЕ а(Г) =а’ (Г), аа’ 
是 两 条 不 同 的 道路 。 

如 果 拓 扑 空间 (x , Е xo ÄI Xas 都 存在 一 条 从 Xo 
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到 x, 的 道路 ， 就 说 拓扑 空间 CX т) 是 道路 连通 的 ， 或 强 连 通 
的 ， 
,定理 6.2 НАСХ, ЕН, ШОХ, 5 ) 是 
连通 的 . 00- | 
”但 连通 的 拓扑 空间 并 不 一 定 是 道路 连通 的 . | 
99 ЖЕ] А", К" 中 的 开 (或 闭 ) 的 长 方 体 和 球体 ， 是 
道路 连通 的 。 因 为 过 上 述 空 间 中 任意 两 点 xo。 和 x, PERRE 0 
(1—t)x +Ix =x (0—0, 
ДЕЯ. 也 就 是 说 存在 连续 映射， 
а:1>В" (或 相应 的 空间 ) ， 
a(t) = (1- t)xo +, 
20) = xo а(1) =x}, 
СХ, буф, а ВМ x。 到 x 的 一 条 道路 ， 8 是 
№ х, 到 x; 的 一 条 道路 。 那 么 可 以 定义 4 的 北道 路 o-: 是 А х, 到 
_ №0 的 一 条 道路 


aG) =а(1-0), © ETD 
定义 道路 8 与 a 的 乘积 是 从 x 到 各 的 一 条 道路 ， | 
| a (zt), 0<ti< 
paa) = 1 | 2 (6.8) 
В(24-10, 了 5451. 


这 样 定义 的 po， 也 是 IX 的 一 个 连续 映射 ，pa(t) 就 是 aG U 
ва). | | ü | 
ENEI 设 f。 和 fi 是 从 拓扑 空间 X 到 拓扑 空间 Y 的 两 个 


连续 映射 | 
fo Ла: ХҮ, 


ЕТЕ СЕКА B| X @1 ЈУ Bj ЕВЕ РР: ХОУ, 
使 对 任意 xE X， 有 

o FEDERE, F(x,1) =f1(x), 
其 中 了 (0001). шананы ЭЛЕ, ШЕЛ: XY., 
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F 称 为 从 fo 到 fi 的 一 个 伦 移 ， 当 fi 是 一 个 常 值 映 射 时 , 即 f1(x) 
У Ву, ГИЯ Л Ж. 
癌 样 ， 对 于 拓扑 空间 关中 从 хо 3] x, É 38 Н #& a # 5, 是 
M 1 А X BJ АЕМ 
а, р: 1-Х, 

a(0) = Ё(0) = xo, 

a(1) = (1) =>, 
ЕТЕ ААА 1 OQI 到头 的 连续 映射 F， 
Е: 1601-Х, 


F 


使 对 任意 НС [0,1], A 
F, 0) =a), Plt,1)= РС), 
F(0,t,) = Хо, F(1,t,) = x,, 

则 称道 路 a 与 8 同 伦 ， 记 为 0 二 Bp。 映射 称 为 从 0 到 有 的 伦 移 。 


:从 图 6.3 可 以 看 出 道路 同 伦 的 直观 意义 。T 1 是 ttz 平面 上 
ЕЛЖ, 0<і4<1, 0 雪人 守 1， 其 元 素 是 正方 形 内 或 上 的 一 个 点 
аш). зама 和 有 同 伦 时 ， 道 路 4 可 以 连续 地 变 为 P, 

定理 6.3 同 伦 关 系 是 一 个 等 价 关系 ， 设 1 ,9,4 是 是 拓扑 空间 
XHY 的 连续 映射 ， 则 有 
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(1) ј==7; 

(2) # f—g, ШЖ g== f; 

(3) Ж./--9. g==h, WA /==Һ, 

同 理 ， 道路 同 伦 关系 也 是 一 个 等 价 关系 ， 设 4,p， ЕТТІ 
ІН ХУ x, 到 xi 的 道路 ， 则 有 : | 

(1) а—а; - 

(2) #а=8, МН 8-а; 

(3) #а=В, Вс-у, ША ау, | 

定理 6. 4 1%4,-0,, Вос В,, 如 果 乘 积 Êo Е Сапа, 
起 点 与 В, 的 终点 是 拓扑 空间 同一 点 )， 则 wp， ШЕ Х, їп Н. 

q B == a, В. 

定理 6.5 设 0 二 pp， 则 47! 一 p71. С 
利用 定理 6.3， 可 以 引入 道路 同 伦 类 的 概念 。 设 <o> 是 与 道路 
a 同 伦 的 所 有 道路 的 集合 ， 称 <a> 为 与 道路 a 同 伦 的 类 ，<a> 可 以 
用 与 4 同 伦 的 任 一 道路 来 标记 。 因 为 道路 同 伦 的 所有 道路 有 相同 
的 起 终点 ， 故 <a> 中 所 有 道路 的 起 终点 是 相同 的 。 

利用 定理 6.4， 当 道路 & #H Р 的 乘积 96 有 定义 时 ， 可 以 定义 
道路 同 伦 类 <a> 和 <P> 的 乘积 , 即 

<а><В> = <аВ>, = (6.9) 
пн о, В, у 的 乘积 apy 有 定义 ， 由 式 (6.9) 定义 的 乘法 是 可 
以 结合 的 ， Вр. 


С<а><В>)<у> = (аху. (6.10) 
ЖЕЛАЗЕНЕ6,5, п} LJ E X Н] а> RJ wt 
сау != «a 5, (6.11) ` 
РЕ RER M MARN | 
: I->x, e, (О) = x, (6.12) 


即 e, 把 区 间 << пахава с.е. 的 同 伦 类 《es> 包括 
所 有 把 正方 形 IQ 映 为 x 点 的 至 部 常 值 映射 。 当 <o> 的 起 点 为 
xo， 终 点 为 xj， 则 有 
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<a><e, > = <a>, <a><e, > = <a>, 
| и (6.13) 
Laas Ler, >, 4710) = <e, >, 

А ЖОЕ, M, 常 值 映射 等 概念 之 后 ， 就 为 
定义 基本 群 作 好 了 准备 。 

定义 6.14 ROX, ORMER, EX, MARAR A 
= 终点 =xo 的 道路 同 伦 类 的 集合 ， 以 ez。 为 单位 元 素 , 以 式 (6.9) 
”和 (6.,11) 定 义 乘 法 和 逆 元 素 , 构 成 一 个 群 。 称 为 (X,C) 的 以 Xo 为 
ЖНЖ, л, СХ). 

定理 6.6 ШОХ, ә НЕ ЕМЕН, хох ЕХ 
中 任意 两 点 ， 则 基本 群 riCXxo) 和 л.СХх,) J. 

因此 ， 从 定理 6.6 可 得 ， 道 路 连通 的 拓扑 空间 (X ， 5 ) 的 所 有 
基本 群 都 是 同 构 的 。 这 就 是 说 ,与 道路 连通 拓扑 空间 (X ,2Z ) 相 联 
系 的 是 一 个 抽 和 象 群 ， 即 它 的 基本 群 .r(CX)， 与 基点 的 选择 无 关 。 

定义 6.15 ”一 个 道路 连通 的 拓扑 空间 ， 如 果 它 的 基本 群 只 有 
单位 元 素 ， 就 称 这 个 拓扑 空间 是 单 连 通 的 . 

显然 在 单 连通 拓扑 空间 中 ， 任 意 两 条 起 点 = 终点 = xo 的 道路 
是 同 伦 的 。 也 可 以 粗略 地 说 ， 单 连通 空间 中 的 任意 一 条 封闭 道 
路 ， 可 以 连续 地 缩 为 一 点 ， 

如 果 一 个 道路 连通 的 拓扑 空间 ， 它 的 基本 群 z OX) fi m 426 
素 ， 则 称 这 个 拓扑 空间 是 严 度 连通 的 。 也 把 基本 群 z(X) 元 素 多 | 
于 一 个 的 情况 ， 通 称 为 复 连 通 拓扑 空间 . | 

拓扑 空间 的 连通 性 ， 将 决定 李 群 的 连通 性 ， 而 基本 群 群 元 的 
个 数 ， 将 决定 李 群 是 几 度 连通 的 。 


6.2 微分 aw 


定义 6.16 ТАТ ТТІ Т 
的 集合 Ф (00,0), Жай CU ро) АХӘЛЕУЖЕІК 
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Ін 中 "的 一 个 开 集 的 喘 射 ，yu:EC 一 poCUD)CR" 中 开 集 )， 满 足下 面 

(1) Фу ЖАНЕ ST; 

(2) UU = X; | | 

(3) НЕ. CU, pu), (У,у) СФ, ЖА. ОПУ Z, № 
Py о фр. м С° Эр; | | ШЕ | | 
| (4) ЖА. Я X p FEU 有 到 В” 的 一 个 ЖЕШИП 

ЮЕ Фо, 5 Н(0” ‚Фи, ) 与 B 中 任何 (U ‚Фи 相 容 ， ША CU’ ‚Фи, ) 

c Фф, . | | 

ИСХ, Ф) R. — Á n С° ӘЖЕ, ЈЕ, Ф 
RAX КА ЛМ. | | 

上 述 定 义 中 的 C” PRELE R —JF E Е /,Ж /有 
任意 阶 连续 偏 导数 存在 ， 则 称 f 是 C” 的 ， 当 ff 有 Tr 阶 连 续 偏 导 
数 存在 时 ， 则 称 是 C' 的 。 如 果 f 在 其 定义 的 开 集 上 每 一 点 ， 
ВВ ЗЕ ЖОЖ, ЛИХ / 是 解析 和 的， 或 说 ff 是 C* 的。 如 果 把 上 
Ж 2 СЗ Ду ey ° Фр! “是 C” 类 的 ” 改 成 “是 C" в С° ру”, WI 
定义 6.16 同 样 能 用 来 定义 С" ИРИНЕ. 

‹ 9%) . 


wH $ (V) 
”图 6.4 | 


-图 6.4 给 出 微分 流 形 的 示意 图 。 由 定义 并 结合 图 6.4， 对 任意 
хЕИ, U 是 X 的 一 个 开 集 ， 通 过 (U ,po)EB， 有 R" 中 робо) 
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与 圭一 一 对 应 ， 定 义 gr(x) 在 К" 中 的 坐标 为 * 点 的 局 部 坐标 
хі = Грубх)]*, | 
故 把 gr 称 为 避 上 的 局 部 坐标 系 ， 忆 称 为 gu ВОДА ВАЕ, CU фу) 
称 为 头 的 一 个 坐标 对 ， 也 是 任意 xEU 点 的 一 个 局 部 坐标 系 ， | 
М (3) 可 以 知道 ， 半 中 一 个 点 * арр В WB e yn Ж, - 
设 (U go) 和 (Yov) 都 是 点 x 的 局 部 坐标 系 ， 在 (7,gu)7 和 (V ру) 
Нах 的 坐标 分 别 为 | 
х'=[ф(х)у]!, Ы 
Эи | (6.14) 
у’ =[ ev e(x)]', 
相 容 性 告诉 我 们 ， = | 
(фу ФУ i(x1,x2 хау = fi Cx, +. ху = Yi, (6.153) 
Фу оро п СЮ, EXE | 
2 (хі, ха, ХУ СФу(ИПУУЕВ" 
上 。 同 理 | | 
(Фи o Фи) Си, 6507) = 9 (у лен у") = (6.15Ъ) 
定义 在 
Cyl, y?y") Epy (И ПУ26 R" 
Е, Py ° ру Еп УС” И, 
玫 C" 微分 流 形 是 一 个 豪 斯 道夫 家 间 ， 在 它 的 每 一 一 点 的 邻 域 
是 和 欧 氏 空间 的 一 个 开 集 是 同 肚 的 ， 因 此 在 每 一 点 的 邻 域 可 以 引 
进 局 部 坐标 系 ， 着 且 间 一 点 丰 同 的 局 部 坐标 系 是 相 容 的 。 粗 略 地 
说 ， 微 分 流 形 可 以 看 作 是 一 块 块 “ 欧 氏 宏 间 ” 粘 起 来 的 结果 ， 也 
就 是 说 微分 流 形 是 局 部 欧 的 ， 是 欧 氏 空间 的 一 种 推广 
定理 6.7 ПХК, Ш” ={(Ш/ ,po )) 
是 满足 定义 6.16 中 (1) 027, АНЕ РЮА, ШФ” 
唯一 Ад | 
С 910 iyX =R, A TMBH, T: ReRe, І(ху-х, 
x€ R", иных = (беу WE T — + РБ 
(В*,Ф), ЭС", Фу C> 微分 流 形 ， 
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例 11 设 Si 是 中 径 为 1 的 圆周 。 我 们 可 以 按 下 列 坐标 对 ， 
ES 上 建立 一 个 C" 波形 ， 参 看 图 6.5. 如 à 


Фу! 
| 6, Ra 
ыы 0 0 я 29 | 
vy о E т 
| | АЖ 一 
ілше-1 Z elo=] 0/0 т°п | 
CT 二 一 
U, | R! 
5' | о я п 3x 
е: 
oz! 
图 6.5 


U =S! - {е}, 21: О, (0,27) СКІ, 
ei? — р, (е!) =0 (0<9<2л), 
La = S!— (ein), Pa: /->(л,ЗлуС КІ, | 
ei? 一 bo(e )=n (w=<n<3x), 
BJ U, 和 U, 是 圆周 9: Ее =1 Же!” = -1 的 >: 的 两 个 开 
АЕ, о. 和 9 分 别 把 已 MU: БЕЗІ К! ВЛ КВ] Со, 27) Ст, Зл), 
ÆU NU: h, же =e", MA 


n 0 +27, 0<0< x; 
п= 0 +2kx =] 
| | 0, л<20-22л, | 
ВАН, ПО, В СЗ е е!" 两 点 的 ?! Е), ПОС” 


ШЖ, ВА Ф = {(U1,p1), (Us,92)) 确 定 了 一 个 1 ERES, E), 
定义 6.17 СХ, Ф) СҮ, У) 5 16 тп 维 的 C” 流 形 ， 
如 果 映 射 | 
/:Х->Ү, | 
对 任意 ХСХ, y=f(x)CY, 对 2 的 任意 局 部 坐标 系 (Y ДЕТ, 
Жох 的 适当 的 局 部 坐标 系 (U Pu EP 存在 ， 而 且 满 足 
| fU), (6.16) 


198 


和 
ЖС”, Hi Е 
Y'= (уо f o 651) т, a? see уту, 1=1,2,... n (6,17) 
是 C 的 ， 则 称 f > ХУ С” раң, 或 称 光滑 映射。 
图 6.6 #5 НМ X SY 的 “映射 了 的 示意 图 。 类 似 地 ， 如 果 
(Х,ФУШОУ, Р) РЕС” 流 形 )， Pv o f o o3! f Pu(U) E 
ЖСЖ, 则 称 了 是 解析 映射 CC" 映射 )。 ЕЕ О 


Ру ° f ° Pu Фо (И), СУ) | Е 


BLA TAERE | 
, [уду 
D Chy ° РА о Py с) AGE) 


ду! бу! ду! 
ayl Әх? 7% Эт 
| | 
ду ау? ду? 
=| əx! дх207”" Эх А (6.18) 


ду" ду" ду" 
ax! дх2 7 дут 


ЖЕКЕ (6. 18)5 f {ЕХ 点 对 局 部 些 标 系 РЕКТЕР Е 
“(Jacobi》 和 矩阵 。 可 以 证 明和 矩阵 (6. 18) 的 秩 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 


关 ， 故 可 将 其 记 为 
rank [)(фуо] ° Фо’) се) = (тапк Г) =, (6,19) 


ЖК (гапК f), A С” $ f ТЕ x АК. 
EAC PMY, w) 是 两 个 维 数 相等 的 сет, нарх 
ылаң, ЧП Е СУВЕ ЯВ, ЛІ СХ,ФУ)ЖІ 
y, Y) i ti RE, sk X У 的 光滑 流 形 结 构 是 同 构 的 。 | 
定义 6.18 ИСХ, Фу т ЕЖЕ, AC X Ж. ЖЖ 
ілу Л: АА, ЕСИ н, АПУ, A 
| f ° фи! :Фи(АПИ)—>Ё! 
是 C” 的 ， 则 称 /是 4 上 的 C”* Ж. 2: ЖІНІ6.7. 


图 6.7. 


与 哆 氏 空 间 类 似 ， 也 可 以 定义 СУ 流 形 的 子 流 形 和 站 积 流 
№. 
定义 6.19 设 (Y,) Еп С” 流 形 ， XCY， 如 果 X 有 
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МТА — A m № C” 流 形 结构 Ф, Ш 
(1) БАН Г: ХУ, IG) =x(xEX) 是 C” 的 ; 
(2) (rank Í), = т, I | 
тке, DEY, DA C ° FRE. 
Z Ф={(О,ф)}, “= (0,00 根据 定义 6. 19, А 6.4] 
可 以 看 用 УЕЕхХЕХ, ШГ Г(х) =xEY。 设 x 和 TOx) 
的 局 部 坐标 系 分 别 为 (U ,90) 90У, ру), Myy ° I 。p7 在 9u(D) 
是 СМ. 条 件 (2 ) 即 rank ОС, Го фу) ау-т, ВТЕ х 
的 其 个 邻 域 U ,I:x->1(x》 是 同 胚 映射 ， 也 就 是 xX 和 (x) 的 局 
部 坐标 系 有 一 一 对 应 关系 。 | x 
{ПЖ X РРР. тін (6.4) НМ, YER 
子 集 X 上 诱导 出 的 相对 拓扑 一 般 并 不 和 内 部 拓扑 一 致 。 如 果子 流 
Jë (X , 邓 ) 的 内 部 拓扑 与 相对 拓扑 一 致 ， 则 称 (X,@) 是 (У, Y) 的 
C" 正则 子 流 形 . | 
类 似 地 ， 也 可 以 定义 解析 或 C" ЖЕ. 
定义 6.20 ZA, PDM, Y) A n FmHA СЖ, 其 中 
_Ф= {0,03}, P= ((V,bv)), 定义 直 积 拓扑 空间 XGY 的 С” 
微分 结构 为 . 
Q=((UGV, w= (pu, Vy))}, (6.20) 
ШОХО, Оу ЕХ, Ф) (У, У) ЯЖ. 
| ЕЕ ХФ ООУ 是 XGQY Н Ж, H Меж, ВОВ" = 
R*+”, ФуСООСдуу(УУЖ R**" Ж Ж, o= (Фи, фу) ЖН UOV 
到 R*+" 的 拓扑 映射， 对 任意 x*EU，yEV， 有 | 
DCL, у) = (ру, фу) (х,у) = (Фи(х) уф (у), (6.21) 
о 是 间 胚 映射 。 故 Q 满足 定义 6.16 中 (1),(2),(37) 条 件 ， 利 用 
定理 6.7， 知 确定 了 一 个 XB@Y КС” Ж, H Ж 
(XOY, Oi С” Ш. = 
0112 ”所 有 nxn SEE M (n) ER п? 维 欧 氏 空间 R, Г 
是 恒 同 映射 ， 则 按 例 10 知 ，B =.{(R"*,1)} 确 定 了 一 А" Ев 
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ДЕЛЕ СМ (п),Ф). Жаз Ав M(n) 为 

的 а, * а 

А-| 921 422 " Qon | 

|; аңа * ард 

R”? RAJAA Canana, ,0nn)。 显 然 det A = 086 HR" 中 
一 个 闲 曲 面 。 因 此 集合 
СГ(п,К) = {АЕ M(n)ldet Ао} 
是 M(n)BJ Ж. 取 GLCn,R) 的 拓扑 为 М (n) 在 它 上 面 诱 导出 的 
拓扑， 取 流 形 结构 为 | 
Ф’ ={СІ(п,К),1}, (6.22) 

则 (CLCn， R), $’) Я. Мп) 的 一 个 正则 子 流 形 ， 也 古 开 子 流 形 。 
(СіҚп,К),Ф ОД п? Е С” ЖР. 


_6.3 拓扑 群 与 李 群 


定义 6.21 集合 G={9,f,…} 如 果 满 足 ' 
(1) G 是 一 个 群 ， | 
(2) СЕ Линь 
(3): G 上 的 群 运算 是 连续 的 ,， 
则 称 G 是 一 个 拓扑 群 . 

”可 见 拓扑 群 G 上 定义 了 两 个 结构 ， 一 个 是 群 的 结构 ， 另 一 个 
是 拓扑 结构 。 条 件 (3 ) 说 明 G 上 的 拓扑 结构 与 群 的 结构 是 相 容 
的 ， 它 可 以 更 具体 写 为: | 

(3a) %2,/ 66, 则 对 于 乘积 gf 的 每 一 个 邻 域 WW， 总 存在 
g Fn ЛЖИ ту, E UVW, 

Gb) 设 gEG， 则 对 于 9 йж g-' 的 每 一 个 ЖУ, 
总 存在 9 ЮЗ О, ОСУ, 

拓扑 群 是 相当 广泛 的 ， 它 кан Салка. 
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ЖЕ, | 
定义 6.22 设 集合 G 具 有 下 列 性 质 
(1) СЕЛ; 
(2) GE — “п С° Ш; 
| (3) 乘法 运算 ?:GOG->G ЖЕ Я т: 6—6 都 是 上 ”了 映射， 
则 称 G 是 一 个 n 维 李 群 ， 共 中 | 
Ф(а, В) = ah, a, ВЕС, rđa) =a}, 
所 以 李 群 G 不 但 具有 群 的 结构 , 还 具有 С” 波形 的 微分 结构 ， 
并 且 其 群 结构 和 微分 结构 是 相 容 的 ， 

”如 果 把 定义 6.22 中 的 С" 流 形 和 C- 映射 改 为 解析 流 形 和 解 
析 映 射 ， 则 可 定义 解析 李 群 (或 写 为 C* 李 群 )。 可 以 证 明 C” 李 
№ (或 简称 李 群 在 本 质 上 就 是 C* 李 群 ， 故 以 后 只 讨论 李 群 。 

i e 是 n 维 李 群 6 的 单位 元 素 ， 在 。 点 的 一 个 邻 域 U 有 局 部 
坐标 条 (LU ,pu)， 根 据 定义 6.22(3)， 总 可 以 找到 。 的 一 个 邻 域 
W, джа, Be W, ЯУОУСО, НИК | 
+ ав = (а, а” Bi, 0 (6.23) 
是 其 自 变量 al a", B., ТЕК. ЖЖС -1,2,--,п) 

称 为 C 在 给 定 的 坐标 系 (U ,po) 上 的 合成 画 数 , 或 简称 合成 函数 ， 

式 (6.23) 也 可 简写 为 x | 
- (ap) = ріс, В), (6,237) 

36.23 ЭНЕЖЕС -ФЖЕ, НавсСф ЕНТ 
№, НННЖЯХ ТЫ, МИННОЕ. 

定理 6.8 是 李 群 G 的 子 群 ， 并 且 是 6 的 一 个 正则 子 流 
Ж, ШН юк. 

定义 6.24 ШС,,С, ЖЕ, ЕС ЖЖ, 由 定义 
6.20 可 以 把 6,596, № С, С, ЖЕЙ C" 流 形 。 另 一 方面 作为 
抽象 的 群 来 说 С.С, ЕЛЕС, 和 G, ËJ ІН ДЯ, НИЕ 
微分 结构 相 容 条 件 ， 故 С.С, 是 一 个 李 群 ， 称 它 为 李 群 C, MG: 

的 直 积 。 
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例 15 ”由 例 10 知 7 ЕН] К", ТЕНИ Fe — 4 n 
维 解析 流 形 ， 如 果 定 义 群 的 乘法 为 向 量 加 法 , 即 对 任意 X,YyER"， 
| 
Х-(С(х!,х%,”,х"), =, y”), 
Ixy)? = (x+y) xi жу), | 
iT 2 еп 


I 是 x,y 的 解析 了 英 数 。 хил С х), ЕЙ т(ху= 一 x 
也 是 x 的 解析 画 数 ， 故 R 是 Co ЕДЕ, ARA п ДЕНО, 

例 14 由 例 12 知 GLCn,R) 在 式 (6.22) 拓 卸 下 是 一 个 m2 维 C* 
流 形 ， 而 按 年 阵 的 乘法 ， 它 又 梅 成 一 个 群 。 容易 证 明 群 的 运算 是 
С° 的 ， 因 对 任意 4= (ai), B= Ф.) ЄСІ(п,К), A 


АВ = (с;}), 2с.) = S aibri, 


5 А- ‘= (d;i), 由 于 det A0, й dij Бан ВТ, ci; ЛЄ 
РТИ 的 解 折 面 数 。 所 以 СІ (п, R) 是 п? ЕЕН, PRA Nn ER 
一 般 线性 群 。 

同 理 ， 可 以 定义 维 复 一 般 线 РЕ ВЕ СІҚп,С), СІҚ(п,С) ж 
2п? HE R, 

_ 5 由 例 11 给 出 的 回环 St = (er) ，9 为 实数 ,是 -- 维 C” 流 

形 。 如 果 定义 两 个 元 素 的 乘法 六 
ei , ei? = ei(0+9) 
MS р Е. И Dr 26 e, е” е. 
因此 群 的 乘法 运算 和 逆 运 算 都 是 C" 的 ， 故 ” ж 一 维 李 群 ， 称 为 
一 维 圆 环 群 。 
n 个 一 - 维 圆 环 群 的 直 积 
Т" = 5109510) ~ QS 
жт 


LEEN, втв, 称 为 7 维 圆 环 群 ， 
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节 1.5 讨 诊 的 变换 群 也 适用 于 李 群 。 设 C 是 李 群 ，X 是 С° 
形 ， 如 果 GO XX 的 С” 映射 满足 
и ех=х, 6 是 G 的 单位 元 素 ， 对 任意 xEX (6,244) 
“和 Е иН 
| _ а(Вх) = (аВ)х, ЭЙЕ а,866, хех, (6,245) 
则 称 G 是 X 的 堪 方 变换 群 。 x 

当 G 是 半 的 左 方 变换 群 时 ，G 的 任 一 元 素 o， 给 一 个 C- 的 
微分 同 胚 喘 射 Л: ХХ, MAHER x€ X, фу х, (х) = aox， 
я = Е 
| /„-10„(х)) = at + (ax) = x, 
Га (Í. - 1 (x)) = a(a1x) = x, 


| | Ax Та! = fante 


同 理 ， 如 果 XGQG->X 的 Се 映射 满 足 | 
хе=х, 对 XEX (6.24a’) 


=- (xa) = х(аВ), 对 XEX, а,ВЕС, (6. 24 
则 称 G 是 X 的 右 方 变换 群 。 这 时 ，G 的 任意 元 素 a НА 人 出 一 
X 到 和 的 C” Қадырды fa. | 
6416 设 G=GL(n,c),， X = жый ЖАЕ 
С.Г.(п,с), ех, || | 


а) 49 "“ Gin хақ Уа 


а а а x 
Ах=| 21 “22 en ау 
Wini 4,2 eo арр] АХ, Уп 


是 一 个 С®Х-Х № С^ 微分 同 胚 喘 射 ， 故 GL(n,c) 是 С^ 的 ( 线 
МОНА, Ж а, ху 是 复数 。 | | 
017 设 G 是 李 群 ， 取 被 变换 的 С” ЖЕ X =G, 则 按 群 的 
乘法 运算 0: CCC-~C， СНЕС F) E Jf Аа Л ЛЕТА. 
在 定义 1.16 中 ， 便 给 出 变换 群 C 对 x 点 的 迷 向 子 群 G 的 定 
SU. 同样 地 ， 当 李 群 G 是 C” 流 形 X 的 左 方 变换 群 ， 对 固定 的 
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x€ X, 
G7 = {аєС|ах=х}, 
МС" 流 形 来 看 ，G* 是 G 的 闭 集 ， 从 抽象 群 来 看 ，G* 是 G 的 类 
向 子 群 。 有 了 时 也 称 G” 是 点 * 的 左 方 固定 群 。 
定理 6.9 点 x 的 迷 向 子 群 G 是 G 的 C” 正 则 子 流 形 ， 而 且 
是 G 的 闭 李 子 群 ， | 
定义 6.25 ”如果 李 群 G 作为 拓扑 空间 来 说 是 连通 或 单 连 
的 ， 则 称 G 是 连通 的 或 单 连 通 的 ， икте Кат 
是 紧 致 的 ， 则 称 G 是 紧 致 的 。 00 
例 18 W X =R, жу ж GLOn,R)WW X руе Е 用 为 
Г.СІКп,ВубәБ->Р, ЗАЕСГ(п, К) хер, Ж 
а(х) = Ах = (det Аух, 
考察 x =1 点 的 固定 群 ， 
SL(n,Ry=(ACGLG,R5|det А-1), (6.25) 
从 定理 6.9 知 道 ，SL(n,R) 是 GLCn,R) 的 闭 李 子 群 。 类 似 地 ， 也 
可 定义 SL(n,C), 
51(п,С) = {АєСІ(п,С) |4е А-1), (6,2570 
”事实 上 ， 典 型 群 都 可 以 看 作 是 李 群 GL(n,C) 的 固定 群 。 设 不 
nxn Шай u 
| = (kii), ]=1,2, 
kij Ж 复数 ， вк — 2п? С° ЫР, р № gl(n,C) = 
(K). 
#EEACGLOn, СУША € glGOn, O), 定义 (n, С)->9(п,С) 
的 次 射 
fa:K->K.A=A‘KA, 
fa 满足 式 (6.24a’) 和 (6.24b’)， 故 给 | 
gln ‚Суб сп ‚,Су->»д1‹п ‚Су — . 
Вова, GLO, OE gi(n,C) 的 右 方 变换 群 。 对 于 一 个 固定 ке 
2і(п,С), НК МЕНЕ ВЕ 
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Ск = {АЄСІ(п,С)|А'КА= К), (6.26) 
Ск 是 GL(n,C) 的 闭 李 子 群 。 = 
如 果 定 义 01(п,Су--ді(п, C) KER STH 
| 94:К-К - A= At KAt, 
*ACGLG,C), КЕ9(т,С), ВЯ ga 也 满足 (6.2487) 和 
(6,24Һ7), GL(n,C) 也 是 gl(n,C) 的 Ж 方 变换 群 。 对 于 固定 的 
Ke gl(n ,C)， 有 天 的 固定 群 | Си 
GK = {АЄСІ(п,С)|АКА*= К},, (6.27) 
”同样 ，G* 是 GL(n,C) AAETH, Нож, ШЕЯ ИЕ. 
算 的 出 现 ， 它 不 再 是 复 解 析 的 ， | 
-MERK = Еа, MAC. 27) 和 (6.26) 分 别 给 出 n 阶 西 群 和 


п HER EKRE, 
(п) = {АЄСІ(п СУ|А'А*=Е Ж A*A = Е}, (6.25) 
О(п,С) = {АєСІ(п,С) |А`А = Е}, (6.29) 
4 n =2m Ву, Hx 


K) 


ИТ ЕН (6.26) 8/48 2m АЯ ЗЕ, 
Sp(2m,C)= {АЄєСІ(т,С)|А!ЈА = Ј}, (6.30) 
当然 我 们 也 可 用 同样 定义 GL(n ,RK) 中 的 固定 群 
СС ,R)=(ACGLG,R)|AtA=E), (6,299 
Sp(2m,R) ={AEGL(2m,R)|A'JA =J}. (6.30) 


KERA n 维 实 正 交 群 和 2m 维 实 辛 群 。 | 
当然 GL(n,C) 的 两 个 固定 群 的 交集 仍 为 固定 群 ， 如 
SU = $1(п,С) NUn), (6,31) 
50(п,С) = 51(п,С) ПО(п,С), (6.32) 
SOC) = 51(п,В) | О(п,В), (6.327) 
Sp(2m) =U(2m) | Šp(2m ,C), (6.33) 


5//(п),5О(п,С),5О(п),бр(2т) 分 别称 为 7 维特 殊 西 群 ，7 维 
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特殊 复 正 交 群 ， 7 维特 殊 ( 实 ) 正 交 群 ，2m 维 辛 群 。 

例 19 UC1)={AEGL(1,C)|4*A =1， 或 4=ei9), 

故 UC1) 的 拓扑 空间 就 是 圆 环 S!， 它 是 R? 空间 的 有 界 闭 子 集 ， 故 
U(1) 群 是 紧 致 的 。U(1) 群 也 是 道路 连通 的 ， 但 它 不 是 单 连通 的 ， 
因为 从 S: 上任 一 点 4a 出发， 所 作 的 封闭 道路 总 是 绕 圆 环 一 圈 ,两 
较 …， 而 任何 两 条 不 同 的 封闭 道路 都 不 可 能 用 连续 变化 联系 ， 故 
不 是 同 伦 的 。 МИСС) 有 无 穷 多 个 道路 同 伦 类 ， 它 的 基本 群 有 
无 穷 多 个 元 素 ，U(1) 群 是 % 度 连通 的 ， 

0000800 | 
SU(2)= {АЄСІ(2,С) | АА = Е, det А-1), 
GL(2,C) 是 一 个 8 维 李 群 ， 它 的 拓扑 空间 是 Rs 的 一 个 子 集 (去 掉 
det 4 =0 的 点 )。 由 式 (4.2) 知 ， 任 意 AESU(2) 可 以 写 为 

а, 4), А А 
А = с а* ae) ‚ 4454444 = 1, 
具体 地 
(Re a)’ + (Ни а)? + (Веа,,)? + (Im a,,)2 = 1, | 
Ék SLZ(2) 的 拓扑 空间 是 Rs 中 有 界 闭 子 集 ， 因 欧 氏 空间 的 有 界 闭 
子 集 有 有 限 覆 盖 ， 故 SU(2) 群 是 紧 致 的 

例 21 Ж | | | | 
| 5063) = (ACGLG3,R)|det А =1, А'А=Ё}, 

GLG3, R) 的 拓扑 空间 是 Re 的 一 个 子 空间 (去 掉 det А = 0 的 点 )， 
Шо (3.2) ТУ 


其 中 人 = (aij), GER, талар <l, № SOC3) 的 拓扑 空间 是 
Rs 的 一 个 有 界 闭 子 集 ， 因 此 SOC3) 群 是 紧 致 的 . 
如 果 在 ”243,c) 中 ， 取 其 作用 空间 前 两 维 为 实 ， 第 三维 为 


Ж, ШИН ОО (2,1), ИП 
5002,1) = {(АЄ50(3,С) [а,з,а,3,43,,а3, Ж, 


Ня АНЕ 26438} 
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则 由 条 件 
> akiaki= 613 

可 以 得 到 | 

2 taj - laal o= 1, 
是 Re 中 无 界 子 集 ， ЕН ， 故 SO (2, 1) ЖЕЖ 
H. x С 
例 22 ”对 SU(2) 群 和 SOC3) 群 的 连通 性 的 讨论 ， 利 用 节 4.4 
的 结果 ， 可 以 得 到 以 下 结果 ， 如 果 把 秆 径 为 2r 的 球面 上 的 所 有 
点 都 与 SU(2) 群 的 - 巨 元 素 对 应 ， 那 么 牢 径 为 2r 的 球 SUC) 
群 是 拓扑 等 价 的 ( 见 图 4.3); 如 果 把 半径 为 的 球 直径 两 端的 两 点 
对 应 SO(3) 群 的 同一 个 元 素 ， 则 叶 径 为 r 的 球 与 8SO(3) 群 是 拓扑 
等 价 的 ( 见 图 4.4)， 那么 我 们 可 以 看 到 ， SU(2) ЖІ SO(3) ЖАП 
是 道路 连通 的 。 从 SU (2) 群 参数 空间 的 原点 出 发 ， 任 何 一 条 封闭 
路 径 ， 不 管 是 否 接 触 球面 ， 都 可 以 连续 变 到 另 一 条 封闭 路 径 ， 只 
нанын ИЕ 


通 的 。 见 图 6. 8. 
图 6.8 


而 对 50(3) 

群 ， 一 条 从 原点 出 
发 的 封闭 道路 , .对 
不 接触 球面 或 偶数 
次 接触 球面 的 封闭 

道路 ， 总 可 以 相互 | 

Ес 连续 变化 ， 而 奇数 次 接 

触 球面 的 封闭 道路 可 以 

连续 变化 ， 因 此 有 两 个 

道路 闻 俊 类 ， 基 本 和 群 有 

两 个 元 素 ， 故 30(3) 群 

ОМИ, Жо 

图 6.92) 连通 的 。 见 图 6.9(a) 和 
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СЬ), 


图 6.96) 


$125 0(3) 群 是 不 连通 的 ， 因 为 
O(3) = SO(3)®{E,1), 
故 存在 两 个 开 集 SO(3) 和 SOC3)1I， 满 足 式 (6.5) 
$0(3)0$0 (367 = Q (3), 
SO(3) 1SO(3)@1I = 2, 
故 O(3) 群 分 成 两 个 连通 部 分 。 | | 
设 G= {0,8,…} 和 G ={a’,B',…} 是 李 群 ， 如 果 存在 一 个 
Әз /:6->С”, НЖЖ | 
(1) f 是 抽象 群 G 到 С” НЕ ЫН; 
(2) f Æ C” WEG H С" ЖЕ С’ C М, 
则 称 Л 是 李 群 G HER C ун) ЖЫН, КЗ G #n G” ЕН. 
类 似 地 ， 只 要 f 是 满足 上 面 两 个 条 件 的 СС 的 映射 ， 则 称 f 为 
李 群 G 的 自 同 构 映射 。 这 种 同 构 是 对 李 群 的 整体 而 言 的 ， 是 群 的 
同 构 概念 一 接 运 用 的 结果 。 = 
对 李 群 还 存 和 在 局 部 同 构 的 概念 。 设 G=1{0,r,…} 和 G’= 
{0 ,7’,…} 是 两 个 李 群 。。 和 e 分 别 是 G 和 G’ 的 单位 元 素 ，W 
ЖУУ” Ее 和 6’ 的 一 个 邻 域 。 如 果 存 在 一 个 映射 Л: И’, 
f(o)=o’EW’， 而 且 对 任意 0,TEW， 满 足 
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(1) f 是 一 一 映射 ， 而 且 1(67) = Ко; 

(2) f ЖУДИ” ЕВ С” ВИЖУ, 

则 称 李 群 G 和 G' 局 部 同 构 。 局 部 同 构 是 在 单位 元 的 邻 域 存在 的 
同 构 性 质 。 因 此 两 个 局 部 同 松 的 李 群 G 和 С”, ЕЖЕ 并 不 一 
定 同 构 。 反 之 ， 若 李 群 GC 和 C' 同 构 ， 显 然 在 单位 元 邻 域 也 同 构 ， 
故 G 和 G/' 一 定局 部 同 构 。 

ШС = (а,8,-.) ЖС” = {a’,B',…} 是 两 个 李 群 ， 如 果 存 在 
一 个 映射 f:G->G'， 满 足 | 

(1) f 是 抽象 群 G 到 G’ 的 同 态 映 射 ， 

(2) f 是 C” 流 形 G 到 C” 流 形 G С" М, | 
则 称 李 群 G 与 李 群 G' 同 态 。 这 同 态 是 对 李 群 G 和 G’ 的 整体 而 车 
的 ， 是 群 的 司 态 概念 在 李 群 中 运用 的 结果 . 

在 李 群 中 还 存在 局 部 同 态 概 仿 。 设 。 和 e’ 分 别 是 李 群 G 和 G” 
的 单位 元 素 ， 如 果 存 在 一 个 从 e 的 邻 域 环 到 e” BJ 953 W Hk 
1 ， 对 任意 0,rEW， 有 f(0) =o’EW’， 而 且 满 足 

(1) /(оту= /(о)/(т); | 

(2) f EW šJW i С” В, 

则 称 李 群 6 与 李 群 G 局 部 同 态 . 


6.4 李 群 和 李 代 数 


上 一 节 我 们 给 出 了 李 群 的 定义 及 李 群 的 一 些 整 体 性 质 。 现 在 
我 们 讨论 李 群 在 单位 元 邻 域 的 性 质 ， 或 称 李 群 的 局 部 性 质 ， 

设 G 是 一 个 n 维 李 群 ，。 是 C 的 单位 元 素 。 不 失 普 汤 性 ， 设 
e 在 R" 的 局 部 坐标 为 原点 ， 即 Ce, e, =e") = (0,0,+е,0). Ж 
么 总 存在 6 Ву АИ, Ea БЄУ, ав И, # H 
| (aB) =ф’(а,В), і-1,2,4",п, 
ӘУЕС” Ш. EG IESS G УНАН, 1% а, бає W, Ж. 
Н 6a1(i=1,2,…,n) 是 无 穷 小 量 ， 考 虑 54 对 a 的 右 方 作用 (oa5a) , 
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则 
(аба)!=а! + да‘ = р! (а ‚бау 


=ф' (а,0) + л go (6.34) 


对 重复 指标 要 求 和 ，(o5a) 称 为 a' 的 无 穷 小 右 移 动 。 今 
др" (а, В) 


uja) = 28 456 ° (6,35) 
| | | 
да’ = и; (а)ба?. | (6.36) 
设 F(o) 是 任意 一 个 C” 画 数 ， 当 4 变 为 094 时， 了 经历 变 化 ， 
Е (ада) = ған +da')= F(a) +2262 2) да i 
= F(a) + баір “(а)-> ой 
| = (1 +00} X; F(a), (6,370 
其 中 算 符 | 
О А | 
Хј= шј (а) 0-1,2,:,п) (6.38) 


称 为 李 群 (的 无 穷 小 生成 元 ， а 为 李 群 6G 的 单位 元 邻 域 W 中 的 
一 个 元 素 ， 则 任 -- -个 与 9 无 限 接近 的 元 素 (090) 可 以 由 ;生成 ， 
HERC. 37) 中 ， m Е(а) =0, A | 
(абау = (1 + аі Х;)а, (6,39) 
如 要 决定 李 群 6G 的 无 穷 小 生成 元 XX;， 需 要 先知 道 шу (а), тп 
Wi(a) 又 与 单位 元 6 BRP o ODAR. ia, b, yE 
W, РЕЖ. 
а) 结合 律 : ， 
ё(@,ф(В,у)) =Ф(ф(а,В),у), (640a) 
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(2) р‘ (е,е) = 0, офС(а,еу-%(6,0) ха, (6,405) 
(3) р'(а71,а) =ф’(а,471) -0, (6.40) 


КЕЗІН 6 RAKE РЕЛ, ПЕНЯ Е, Мін 
到 一 个 李 群 G 在 单位 元 邻 域 的 隆 质 ， 由 一 个 实 李 代数 决定 。 

定理 6.10 (〈 李 氏 第 一 定理 ) іру =0'(а,В), НОВ») 
是 矩阵 Си южн, Д] у 满足 微分 方程 | 


в = ЕСА СВУ. | Е (6.41) 
证 明 4 
, де” 
х}(аб,Ву= Ур. 


因此 


| дф* (а, 
x(a, P) = СЕ» 


其 中 ба, ОРНЫ a 不 变 。 于 是 有 ， 
х;(а,е) = шј (а), 
| xi, B) =ô}, 
ЖИЕЖ а,8,уе И, а= 68, В=пу, FÆ a= бду, 
0 =ф’(а,е) =ф'<бту,е) = ф'6,0(п,у)), 
HARSHA ky И, вИЯ 


Әрі(а, e) 24*({, В) 99*(n,r) 
X (а,у) = — 9 WITLEE o | 


(6.42) 


= xia, Вх СВ, у). = (6.43) 
式 (6 .43) 给 АН АЕК о 满足 的 重要 关系 ， 由 它 可 以 直接 算出 
| х(а,е)х;(е,а) = хь(а,а) =ô}, 
HRC, 42) п 
(22 (е,а)) = СИЕ (e, ау» = (6.44) 
213 


E (pt (ay BD Ж. ин (6.43), Ж. 
| xiC, B) = хіСу,е)х(е,В), 
即 为 


ду” 
982 


004; CA), 


定理 证 些 ， 


ИННА ЕЯ. i G ж ПЕ, Ж 


无 穷 小 生成 元 为 
. д . 
X;j= и (0) ст, J=1,2, ,һ, 


定义 X, 与 和 ;的 对 易 关 系 为 | 
[X X; ]= X X; - X; Xi, (6.45) 
定理 6.11 ( 李 氏 第 二 定理 ) ” 李 群 G 的 无 穷 小 生成 元 的 对 易 
_ ЕЖА | | 
[X ;,X;]=Cíi; Xk, | (6,46) 
НС. 全 是 常数 ， 称 为 的 结构 第 数 ， 
证 明 由 式 (6.3 38) № (6. 45) $ 


д д. 
[ X; хы = рі банг — ш (9) грі (а) ск 


аш 3 
-furca М-ы $ (а а) а HOIA 2а" $ (6.47) 
E ВСЕ С” 的 ， 故 有 
| a p` (айу 9%-"(аЙ) 
ВВ 一 28! 28: . 
设 y=aB， 利 用 式 (6.41) 可 得 
д | | д . . 
ИОА = удгиў МВ). (6,48) 


214 


3 дш‘ (у) ду? Әдш* (у) 
эро apt ay и СУАР), 


于 是 式 (6.48) 为 


д 
300 а суури (в ме 


941(В) Әл}: В) 
=H; (соу? - 798% | 


对 求 和 变数 进行 替换 得 


"IAG д 
| Эн Cy) - OBEO ar су) JALCA D) 


О, ӘЛ1(В) BALY 
=н} | вт - 28+ | 


利用 (4;CB)) 是 C4;CB6)) 逆 矩阵 性 质 ， 可 得 


Ер? 2.0) 


100 - Си Су) 


А? (P) әл; 


amma 


ERLIE y 的 图 数 ， 右 边 是 的 责 数 ， 因 кинин тя 
к. п нж а, Ж, ИЖС, 


ди ди 
дА? А: | 
=Í а ЕТ (Вуй СВ), (6.49) 
于 是 有 
| Wu г 
Cinio) =S u OD — р ШЕ P. n5 (y), 
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Қ-А (6,4798. 
| д 
[X;, Xi] = С: jes (0) ст =С:,х.. 


于 是 证 明了 式 (6.46):Ph Сї, 是 常数 。 
”定理 6.12 〈 李 氏 第 三 定理 ) ” 李 群 6 的 结构 常数 满足 


Ci; +C; i= 0 | (6.50a) 

和 | 
Ct CIs +С „С; +C¿4 Сі; = 0. (6.50b) 
证 明 ”由 对 易 关 系 定义 式 (6.45)， 可 得 | 
LX; X] +[Х,Х=0, (6.51a) 


[X i, A], Xk] Ху, РР ез +ПХь, Хх, Ху= 0. (6.516) 


.再 代 大 式 (5.46) 即 可 得 式 (6.50a) 和 (6.50b)。 式 (6.50b) 有 (6.51D) 
称 为 雅 可 上 比 恒 等 式 ， 定 更 证 些 。 | 
Ж Уб.26 ig ERR K (XA К, ИЖ C 或 其 它 数 域 ) 
Епа, ЯР X,Y о, ЖУХЖВЫХ,У]Е9, EP 
满足 以 下 条 件 ， | | x 
(1) ЖЖ. жа, ЄК, Х,Ү,264, Ж 
raX +bY Z]=a[X,Z]+b[ Y ,Z 1, 
[Z,aX +bY ]=a[Z,X]+b[Z,Y J; 
(2) ЖЕ. ХА X €g, A | 
[X,X ]=0; | `_ (6.53) 
(3) 雅 可 比 性 。 对 X,Y,ZE6， 有 = | 
 [[X,Y),Z]+[[Y ,Z],X]+[[Z,X]J,Yj=0 (6,54) 
则 称 9 2 ЛА. | 
从 定义 2.12 可 以 知道 ， 李 代数 是 一 个 代数 ， 但 不 是 可 结合 的 
从 条 件 (6.53)， 可 以 得 到 对 失 , 上 Eg， 有 
[Х+У,хХ +7] =0, 


(6.52) 
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” 因而 得 到 李 积 的 反对 称 性 ， 这 与 千 老 性 不 独立 ， 2-2 
ГХ,У]= —[Y ,X ], (6.55) 
若 取 李 代数 9 BJ — НЗ Х,,Х,,..,Х,, МН 


[Wi ,X;]=C;; X; 646). | 


HER п? 个 常数 C4， 称 为 李 代 数 0 EFE X, Xa, e, Xa 的 结 
构 常 数 ， 或 简称 为 9 的 结构 常数 。 НЕБО нта А 
性， 可 以 得 到 结构 常数 满足 
Ci; ЕСЕ; = 0, (6.50а/) 
СС +C; Ch +С Сї,=0, (6,50Ь”) 
这 正 是 式 (6.50a) 和 (6 .50b)， 
由 李 代 数 的 定义 和 李 氏 三 定理 ， 可 以 看 出 对 于 7 维 李 群 G， 
АЗ РЕН X; 为 向 量 空间 的 基 ， 则 集合 
9= {а Х,|а‘ ЄК} 
Ж 4 [B] Br |А], {Еа 中 进一步 定义 两 个 元 素 X 和 Y 的 李 积 是 XX 
MY 的 对 易 关 系 | 
[X Y]=XY - YX, | 
骨 利 用 李 氏 三 定理 ,. 可 以 看 出 9 是 一 个 李 代 数 。 由 于 a Ce R, а 
q 还 是 一 个 实 李 代数 ， 
通过 上 面 对 李 群 G 在 单位 元 附近 行为 的 讨论 ， БАЗЕ НУ 
ЛМЕ, ERTERZEM, МА Е ДЕ — 
个 实 李 代数 9 ， 这 称 为 李 群 的 线性 化 。 今 后 我 们 用 大 写字 母 G， 
5063), 表示 李 群 ， 而 其 相应 的 李 代 数 则 用 小 写字 母 8 ，0(3)， 
“ж. ЕС 
(0124 1 С, 1,2) я К 中 一 个 固定 点 ,在 0(03) Ж эс 
C。.(Y) 作 用 下 变 为 (x,y,z) 点 ， | 


х х, 
OE "| 

2 А Ж 
《x,y,z) 可 以 看 作 是 群 元 C,(《 四 的 画 数 。 取 
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x а= фп, а= пу, а= фп, | 
Н 5006.37) + a =e, 有 | 
Ғ(бау = Е(еу + ба} ХЕ (e), 
再 利用 节 4.4 的 结果 ， 可 得 


1 一 003 да? х, 
СД даз 1 < | Ус |. 


— ба? ба! ] 


| N 
F (e) | Уо | 
| 24 


KTR SOC3) 群 的 无 穷 小 生成 元 为 


0 0 0 0 
| 0 | | 0 
0 1 0 -1 
0 —1 0 
| 0 J! 
0 0 0/ 


1 
0 |, 
0 


KR (4.29a) 结果 一 致 ， 因 此 对 第 阵 群 ， 用 找 与 单位 元 素 无 限 接 
ДЖЕКА, ША, ЖЖЕНИЕ 


方便 的 ， 


对 一 个 给 定 的 李 代 数 ， 它 与 李 群 的 关系 通过 李 开 三 定理 的 首 


明 。 证 明 部 分 请 参考 文献 [11,23j。 


定理 6.13〈 李 氏 第 一 定理 的 道 定 理 ) Ша ,0 ，,， 


定理 给 出 。 下 面 我 们 只 给 出 这 些 定理 的 表述 ， 而 不 给 出 定理 的 证 


a", 1”, 


В" 是 2n р 8, у= фа, В) (і = 1,2,6, п) 2п 个 变量 


Вп, JH 


дф’ (а, В) 
изба)= — Әр) и ° 


218 


mi CAS Сау) È (р; (ОУ) ЯНЕ, Зи; OEY = ОЖ, Ни; (0) 
=6,, #fH EE o ' 满足 方程 


ду: | | 
эВ = из (т)А1 СВ), 
MER o 是 一 个 局 部 李 群 的 合成 画 数 ， 其 无 穷 小 生成 无 为 
| д 
Хұ= ш; (9). 


上 面 提 到 的 局 部 李 群 ， 是 在 单位 元 的 -个 邻 域 内 有 李 和 群 性 质 的 李 
ЖЕ, MEAC. 40a), (6.40b) PRCE. 400). 
定理 6.14 ( 李 氏 第 二 定理 的 道 定 理 ) iğ 


| д 
X; = М) (G) 5-х 


是 定义 在 R" 的 开 子 集 上 的 解析 无 穷 小 线性 变换 ，i = 1,2 ，… п. 
假定 X, 构成 一 个 n 维 实 李 代数 8g， 即 满足 对 易 关 系 

[Х;, Xj] =С;,Хь, 
那么 存在 一 个 n 维 局 部 李 群 G， 以 XX; 为 其 无 穷 小 生成 元 ， 以 8 为 
其 李 代 数 ， 霸 且 除 差 一 个 局 部 解析 同 构 外 ， 这 局 部 李 群 G 是 叭 一 
йч. | 

3216.15 FREIER ERD ” 设 9 是 实数 域 上 的 7 
维 抽 象 李 代数 ， 则 存在 一 个 7n 维 局 部 李 群 G， 其 李 代 数 与 g 同 
构 。 拜 且 这 个 局 部 奉 群 ， 在 局 部 解 折 同 构 意 义 下 是 唯一 的 。 

于 是 我 们 看 到 ， 一 个 有 限 维 实 李 代 数 ， 对 应 的 权 群 是 局 部 同 
кір, ПЕН ВН, ENBERE ER AM. (B E 
局 部 同 核 的 李 群 ， 并 不 一 定 〈 整 体 ) 同 构 。 所 以 一 般 说 来 ， 一 个 
有 限 维 实 李 代数 ， 对 应 的 李 群 并 不 只 是 一 个 ， 可 以 对 应 芳 干 个 下 
不 同村 的 李 群 。 下 面 的 定理 对 我 们 了 解 李 代 数 和 李 群 的 关系 是 重 
要 的 。 | | 

定理 6,16 设 SG 是 一 个 单 连通 李 群 。 如 果 SG 到 道路 连通 
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ERG 的 局 部 同 态 映射 为 1’， 则 可 以 把 局 部 同 态 广 扩充 为 SG 到 
G 的 (整体 ) М /. ЕН SG 的 单位 元 素 的 一 个 邻 域内 ， 有 
/=//. 

2486.17 1#0 是 有 限 维 实 李 代数 ， 则 存在 一 个 单 连通 李 群 
SG 以 9 ARERI HLR SC 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 。 

定理 6.17 指 出 ， 一 个 地 维 实 李 代数 9 ИЕ ТВ 
李 群 SC。 而 定理 6.16 指 出 ， 与 SC 局 部 同 构 的 道路 连通 李 群 C,， 
CpG; ,必定 有 SC 到 С,,6,,--,С, 的 同 态 。 也 就 是 全 部 以 g 为 
本 代数 的 李 群 G1,G;,… G. ， 必 存在 从 SG %6,,6,,--,С, 的 司 
态 有 映射 f1,f;,… ,fr。 而 且 还 可 进一步 证 明 ， 从 SG aG, G, e, 
G, 的 同 态 喘 射 Л, о, f, 的 同 态 核 是 分 立 的 ， 即 同 态 棱 D, 是 
SG 的 分 立 不 变 子 群 ， 而 且 D, 的 元 素 与 SC 的 元 素 是 可 以 交换 
的 。 即 对 О,-14,.), Ж 94,07! =d, ЯМЕН ge SG, 1180, 
是 SC 的 一 个 中 心 。 商 5С/О,-С,(і-1,2,,ғ), Н С, 
基本 群 与 Di 同 构 。 在 图 6.10 中 ， 给 出 了 所 有 以 有 限 维 实 李 代数 
д 为 李 代 数 的 连通 李 群 Cl НН ГС, СЮЗ, ER 
SG, G; = 56/0, 线性 化 时 ， 即 在 单位 元 素 附 近 ， 都 得 到 同 一 个 
实事 代数 9 ， 因 此 SG, G,G = 1,2,…,?) 是 局 部 同 构 的 。 其 中 只 
有 SG 是 唯一 的 单 连通 群 ， 其 它 CiG = 1,2,… ,7) 都 是 复 连通 的 ， 
这 唯一 的 单 连通 李 群 SG， 称 为 PE G; (i = 1,2,…,7) 的 通用 覆盖 


Бх } 
(ге 
С) 
Š 
ян 
(и 
9 (21 
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ж. x 
从 节 4.4 的 讨论 我 们 知道 ， 两 个 同 构 的 李 代 数 suC2)fno(3) 
只 对 应 一 个 唯一 的 单 连通 李 群 SU(2)。 和 群 SO(3) 是 复 连通 的 。 存 
在 一 个 从 SU(2) 到 SO(3) 的 同 态 。 ARE {Er -Erne ЛЕ 
是 SU(2) 的 一 个 分 立 的 不 变 子 群 。 而 且 这 分 立 不 变 子 群 与 SU(2) 
的 任 一 个 群 元 是 可 以 对 易 的 ,SU(?) 群 是 SO(3) 群 的 通用 覆盖 、 
群 。 这 与 图 6.10 的 结果 是 一 致 的 ， | 
在 节 4.4 中 ， 还 指出 SUC) ж п SOG) 群 的 元 素 ， 可 以 经 
”su(2) 和 0(C3) 李 代数 指数 映射 而 得 到 ， 但 一 般 说 来 ， 因 为 从 无 穷 
小 变换 到 有 限 变 换 ， 就 是 从 单位 元 附近 的 性 质 到 群 的 整体 性 质 ， 
并 非 都 可 以 通过 简单 的 指数 映射 来 建立 李 代 数 和 李 群 的 联系 。 下 
面 两 个 定理 对 我 们 将 是 有 用 的 ， x 
236.18 设 G 为 李 群 ，9 是 其 相应 的 李 代 数 ， 设 XE9， 
则 指数 映射 X->expX 在 0 点 的 一 个 邻 域内 是 解析 的 和 可 逆 的 ， 
定理 6.19 设 G 为 李 群 ，9 * G 的 李 代 数 ， 对 于 任 一 X Cao, 
有 G 的 一 个 单 参数 子 群 卫 存 在 ， 昌 的 元 穷 小 生成 元 为 X， 而 且 H 
H Ew TAR A exp X, A 是 实 参 数 。 
事实 上 ， 要 想 由 李 代 数 9 生成 对 应 群 G 的 元 素 ， 通 常 从 选择 
适当 的 参数 大 手 。 参 数 的 选择 工 不 瞧 一 ， 但 要 避免 在 单位 元 有 奇 
点 。 从 李 代 数 的 НИЗА Я РЕ, ЕН 
的 指数 有 映射， 来 得 到 与 单位 元 连通 的 翌 元 。 在 节 4.4 中 我 们 正 是 
这 样 做 的 ， | - 
利用 定理 6.19， 我 们 可 以 求 出 典型 群 对 应 的 李 代 数 ， 
例 25 群 | 
SL@,C)y= (AC GLGO,C)|det À = 1), 
АР Хвві(п,С), #exp(AX)€SL(n,C), А 为 实数 ， 
detCexp(AX)) =exp(A іт X) = 1, 
因而 trX= 0, $k 
sl(n,C)y=í(X cgl(n,C)]|trX =0}. 


Æ 群 


СТ(а,С) 
GL(n,R) 
G IR) K) 
SL(n,C) 
SL(n, R) 
U (а) 

SU (n) 
O(n,C) 
50(я,С) 
O (n) 

SO (n) 
Sh(2n, C) 
Sp(2n, R) 


Sp(2n) 


6108,0) 

gl (а, К) 

#(Е)(К) = { АЕ (п, Е) | 4ЕК+ КА = 0 } 
51(#,С) = { ЛЕ д1 (#,С) |А = 0 } 
31(п,Ку- {АС еі(п, К) |А = 0 } 

#(п) = { АЄрі(п,С)| А+ А+ = 0 } 

5 (пт) = { ЛЕ ЗЕ (т,С) | Л+А*=0, ПА = 0 } 
(п, С) = { АЕ (я, С) | A +A=0} 

0 (я, СУ = о(я, С) 

о(лу- { ЛЕ 1 (п, В)! А + A=0) 

so (n) = o (n) 

sp(2n,C)= { ACgl(2n, CAI +IA=0} 
sp(2n,R)= { ЛЕ в! (29, Е) |4. 7+Ј4=0 } 


зр(2л) = { АЄ 1 (2п,С)|АЎЈ+ЈА=- 0, А+А 0} 


Ён ха Erxr 0 
3 K= 9 
0 0 


- Е(4-тух(т-т) 


я. . 


紧 致 性 


连通 ，co 度 连通 2 非 紧 [2л2 

非 连通 ,2 个 连通 部 分 , 每 部 分 在 +=2 时 >o 度 连通 ,* 尖 3 有 时 2 度 连 通 | 非 紧 ‚2 

{Е ЖШ, ЛЕША, ЕЖЕ", (50 (+) ) © =1 (50 (#- r)) 非 紧 (n 1) /2 
连通 ， 单 连通 | ЧЕ 1202 л 
ЖШ, п =>, n> EA ааа 
连通 ，co 度 连通 | | | 紧 致 jn2 

连通 ， 单 连通 - | ”| 紧 致 2-1 
жш, ЛЕЖА, ЛЕНИ, иней EE (ан 1) 
O(n СУ, п =2 时 oo 度 连通 ，* 疙 3 时 2 度 连 通 Е 2-1 
非 连 通 ，2 个 连通 部 分 ， 每 部 分 2 度 连通 | ЖЖ |п(л—1)/2 
0(n) 的 连通 部 分 ，2 度 连通 | ЖЖ но 1)/2 
连通 ， 单 连通 非 紧 |2(2n2 +n) 
连通 ，co 度 连通 ER ола ъа 

| 连通 ， 单 连通 = кең на +n 


(а-а) 称 为 GCCK) 群 (或 洛 伦 兹 群 ) 的 惯性 指数 ，*1(50(+)) 是 50(7) 的 基本 群 。 


| 
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又 群 
SU(n)= {AEGLn,C)1detA=1, АҒА-Е,,,?, 
3+ ХЕ зип), H ехр(АХ)Е $0 (0), А 为 实数 ， 
Че (ехр(дХ)) = 1, 
因而 trX = 0, Е 
eX eAX еА(Х'+Х) =E a. 
于 是 X+= -X， 所 以 X 是 反 厄 米 的 。 故 
ѕи(п) = {Хє 91(1,С) | Х+= — X, атХ-0), 
注意， 一 般 掏 理 书 上 的 指数 映射 常 写 为 exzp(-i4X)， 这 样 
зип 代数 中 X 便 是 厄 米 的 。 这 对 结果 没有 什么 影响 。 
表 6 .1 给 出 典型 群 的 李 代 数 及 其 连通 ， 肥 致 等 拓扑 性 质 ， 
从 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 求 出 所 有 的 相互 不 同 构 的 李 群 问题 ， 
变 成 了 
(1) КӨӨР НН ЖЕН KA 代数 9， 
(2》 求 出 以 9 AFRE EEE SG, 
(3) RH SG WW S y w E TË Di, WA Ci = SG/D; 和 
SC 就 是 以 9 为 李 代 数 的 相互 不 同 构 的 连通 李 群 。 
” ”这 就 把 求 所 有 不 同 构 的 李 群 问题 ， 化 成 了 求 所 有 不 同 构 的 实 
李 代数 问题 。 
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ҤЕ Ж ж ДӨП EAEAN A НН AS B] E: ЙУ 2 ЕЁ, 2 Ж ЖЫЛУ 
有 互 不 同 构 的 实 李 代数 。 本 章 将 讨论 李 代 数 的 一 些 基本 概念 、 复 
中 单 李 代 数 的 正则 形式 、 单 末代 数 的 分 类 及 实 形 等 内 容 


7.1 基本 概念 


我 们 知道 ， 一 个 实 李 代数 9， 哈 一 地 决定 -一 个 单 连通 СЕН 
SG, FERH, AFEFE, MHARA. EXE 代 数 中 ， 
也 有 相应 的 概念。 和 同样， 这些 概 伟 在 复 李 代数 中 也 存在 ， 本 节 将 
从 定义 6.26 的 李 代 数 出 发 ， 讨 论 李 代数 的 基本 性 质 ， 其 中 5 
KK 可 以 景 实数 域 、 复 数 域 或 四 元 数 域 等 等 ， 

定义 7.1 Ко 的 一 个 子 集 b, x, Yeb, 在 9 的 李 积 

运算 下 ， 如 果 满 足 
[Х ‚УЛЕБ, 
则 称 D 是 9 的 一 个 子 代数 。 

如 果 一 个 李 代 数 9 的 子 代数 8， 对 任 EX, Yc b, WELY, 
У] =0， 则 称 b Xg 的 可 交换 子 代 数 ， 也 称 为 阿 贝尔 子 代 数 ， 

定义 7.2 设 0 是 李 代 数 9 的 一 个 子 代数 ， 而 且 对 任意 XE 


5,73, A | 
[X,Y] ЕВ, 


则 称 日 是 9 的 一 个 理想 子 代 数 或 简称 理想 。 理 想 子 代数 是 9 的 一 
个 不 变 子 代数 ， 即 不 论 用 9 中 任何 元 素 与 8 的 元 素 作 李 积 ， 李 积 
Bi fE b Р. | 
io EERS, АС, HAA Хед 满足 20 
[A,X] «0, | (7.1) 


则 9 中 所 有 A 的 集合 C = (A), © 8 НЕ n] ЗЕЯ ОА, WERA 


9 的 中 心 。 | 
定义 7.3 本 代数 q 的 两 个 理想 子 代 数 q, 和 9; 如果 满足 
= 9=8,09», ú, 9. = Z, (7.2). 
则 称 g 是 9 ЯП 0, 的 下 和 ， 记 为 
g = 0, 0, 


АНН АЕ Х в ЕН ЕТС 0,0, 0a 的 下 Яп, Эп 
RA | 
(1) g = gi ШШШ 
(2) 98 a; = Z, Эфі,і-1,2,"-,п, 15], 
则 | 
9 = 9.9". 9а. 
定义 7.4 1391,9. 是 李 代 数 g 的 页 个 子 代 数 ， 如 果 
9 = 9, U 92; | 
0.9: = 2; (7.3) 
[91,8] 28:, [9,92] 6%, [91,9] 601, 
ШЖК 9 ж 9, ЯП 0, РЕЖ, A 
9=9, 82. (7.4) 
注意 全 站 和 的 第 一 个 因子 9 是 g 的 理想 ， 而 第 二 个 因子 9 是 0. 
的 子 代 数 ， 但 不 是 理想 。 | | 
定义 7.5 设 g9 和 9 是 两 个 李 代 数 ， 如 果 存 在 一 个 从 9 到 9 
ЕВ ЯР 满足 
(1) РЯ р, ПІН 对 4,bEC,X,Y ва,Р(Ху,РСҮ) 
Єз”, A | 
Р(аХ +bY)=aP(X) +bP(Y), (7.5а) 
(2) P([X,Y])=[P(XA),P(Y)], (7.5b) 
则 称 李 代数 9 5 9’ БЖ), 100-4070, ЯР FR 为 同 М. 
故 同 构 映 射 是 保持 李 代 数 结 构 的 一 一 上 映射。 从 抽象 的 数学 骨 
度 看 ， 两 个 同 构 的 李 代 数 具有 完 双 相同 的 代数 结构 ， 它 们 本 质 上 
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是 一 样 的 。 事 实 上， 两 个 同 构 的 事 代 数 ， 可 以 有 同一 的 结构 第 
Ж, 而 研究 李 代 数 的 基本 问题 之 一 ， 就 是 定 出 所 有 可 能 的 互 不 同 
ЕГІСЕЗ 4:2 

节 4.4 中 给 出 的 李 代 数 su(2) 和 о(3), 便 是 同 构 的 ， 

定义 7.6“ 设 g 和 9 是 两 个 李 代 数 ， 如 果 存 在 一 个 从 9 到 g 
上 的 瑞 射 已 ， 满 足 

(1) P(a X +bYy=aP(X)+bP(Y), 对 a,bEC, Х,Үсєа, 
P(X), PONE, 

(2) PAX,Y]) = [P(X),PY)], 
则 称 李 代数 9 59’ а], EIP ЖАНЫ ЖАНЫН. 

定义 7.7 iZ b EERE ЮЗ, X X € a,X = X +b 2 
Хау mod h ARA (ПЕ), о S mod Ы 余 类 ， 组 成 
商 空间 0/5. 定义 9/0 中 李 积 为 

[Х,7] = [X,Y]. 

可 以 证 明 ,这 李 积 与 同 余 类 中 代表 元 素 的 选取 无 关 ， 于 是 9/5 是 李 
代数 ， 称 为 9 XE b 的 商 代数 ， | 

定理 7.1 从 9 到 它 的 商 代数 9/9 上 的 瑞 射 是 一 个 同 Ж» Ж 


_ 为 自然 同 态 。 KZ, РДА оа” 上 的 一 个 同 态 映射 ， жо 


НЕНІ g Ролана, mM ов — ТЖ, пп 
且 商 代数 9/0 与 9′ 同 构 ， 

上 面 讨论 的 子 代 数 、 理 想 、 直 和 、 同 构 、 同 态 和 定 理 7.1， 
在 群 中 有 子 群 、 不 变 子 群 、 直 积 、 同 构 、 同 态 和 同 术 核定 理 与 之 
相对 应 。 | 
TAER, Ж НУ G 的 李子 群 ，9 E G 的 李 代 ЮЖ, ШІН 
的 李 代 数 b 是 9 的 子 代 数 ， 反之， 车 是 9 的 一 个 子 代 数 ， 则 有 
G 的 唯一 连通 李子 群 革 以 0 为 其 李 代 数 。 类 似 地 ， 当 五 是 李 群 G 
的 不 变 李 子 群 时 ，9 是 9 的 洗 想 ， 而 以 9 的 还 想 ! 为 李 代数 的 连 
HERH, RG Л ЕТЕ. HERC E ЖИС, ЯП G, ІН АЯ 
Ж, С -С6,006,, G ,G, # G, 的 可 代数 分 别 为 9,9: #1 9, ИН 
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9 = 9:92, 
НП o Ж= 9, #l 05 УІН, | | 

为 了 对 所 有 不 同 构 的 李 代 数 进行 分 类 ， 还 从 李 代 数 中 区 分 出 
单 李 代数 ， 盾 单 李 代数 ， 可 解 李 代数 和 和 寡 老 李 代数 。 下 面 将 逐步 
介绍 这 些 概念， 

定义 7.8 设 李 代数 9g 除 了 9 本身 和 由 雳 矢量 构成 的 理想 {01 
外 ， 不 再 具有 任何 理想 ， 则 9 是 单纯 李 人 代数， 或 向 称 单 李 代 数 。 

如 一 维 李 代数 是 单 李 代数 ， 而 维 数 大 于 1 的 交换 李 代 数 都 不 
是 单 李 代数 。 

定义 7.9 О ГОРА, ЖЕНЕСИН, 
До ФВ НК, УРАК. | 

在 节 7.4 中 我 们 将 会 看 到 ， 李 代数 9 (п, С) № ЖР № К 
Ж, іт 0(n,C) ,siln,C),spln,C) 是 单 李 代数 。 而 两 个 单 李 代 数 
的 直 和 ， 如 o(3) 引 SC3) 是 个 单 李 代数 。 

定理 7.2 ERE 0 是 守 单 的 充分 必要 条 件 是 ， 9 可 以 与 为 
它 的 理想 91,9s,… ,9m ІН ЖІ, ВП 
| 9 = 0,600 Ө»- ©, 

而 01,02, ,gm 每 个 部 是 单 李 代数 ， 

只 有 了 唯一 的 一 维 李 代数 是 单 李 代数 ， 但 不 是 千 单 可 代数。 除 
此 之 外 ， 所 有 的 单 李 代数 都 是 伯 单 的 。 以 后 我 们 说 单 李 代数 ， 将 
不 包含 一 维 李 代数 ， 

为 了 给 出 判断 一 个 李 代数 o 是 否 御 单 的 实用 准则 ， 先 引 入 李 
代数 9 上 内 导 子 概念 。 设 和 Eg， 内 导 子 ad( 和 XY) 是 9 上 线性 变 
换 ， | 
ad(X)Z = [X ,Z], 4680, (7.7) 
则 由 式 (6.54) 知 内 导 子 满足 条 件 

ad(X)[Y ,Z] = [а4(Х)Ү,4] +[Y ,ad(X)Z] 
O X,.,Y,ZC0,. 
在 下 一 章 我 们 将 看 到 ， 内 导 子 集合 lacC*x)} 是 9 的 一 个 表示 ， 称 
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为 8 的 仲 随 表示 。 如 果 选 XX,,X,,… ,X， 为 9 的 一 组 基 ， 则 由 式 
(5,46 ) 可 得 ， | 
а4(Х,)Х,=[Х. Хр] = C; 2; (7.9) 
(т,р,т=1,2,,п), 


HET ad Xo EHA TAERE E С. ПЕ 义 8 上 Ж 
林 (Killing) 型 为 | | 
9 ло = од = (аа (СХ „аа СХ, )) = ССА, (7,10) 
其 中 Х,,Х, 是 9 的 两 个 基 矢 , 基 林 型 又 称 为 嘉 当 - 基 林 (Cartan- 
Killing) 度 规 张 量 。 从 定义 可 以 看 出 ，9;o ЖЕ. 
定理 7.5 ÆRE g 是 人生 单 的 充分 必要 条 件 是 其 嘉 当 - 基 林 度 


规 张 量 不 退化 ， 即 | 
det | 9..|==0. - (7,11) 


定理 7.3 ЈС ОР АНИ МАЕ. 另外， 从 
定理 7.3 РАЗ о 的 基 林 型 ge 不 退 ЛЕ, Ж Z. Ioa HI Ж 
4% АЛ ДЕ, Bp 


= 


9° ^9,р = 09%, | (7.12) 
Я Е go, ИЗО 097, НАНА ЕЯ g 的 任 一 元 素 
я] р] ъс}, | | x 
С,-0”Х,Х,, (7.13) 

С: = Сыр, Саз," Сар ХХХ, (7.14) 


AP Xi, Xa, Xn 是 9 Ву 28, 
Хе = 9°#Х,, і-2,3,%", 

其 中 C, 称 为 8 的 卡 赛 米 尔 (Casimir) 算 符 ，C;(C=3,) 称 为 推 
广 的 卡 塞 米尔 算 符 或 高 阶 卡 塞 米尔 算 符 。 可 以 证 明 独 立 的 卡 塞 米 
尔 算 符 的 个 数 ， 等 于 9 的 秩 ( 关 于 秩 的 定义 ， 见 下 一 节 7.2)。 

对 李 群 也 可 以 引入 单纯 和 定单 纯 的 概 仿 。 设 李 群 G 没 有 非 平 
唐 的 不 变 李 子 群 ， 则 称 G 是 单纯 李 群 或 单 李 群 ， 设 李 群 CG 没有 非 
平庸 的 不 变 阿 贝尔 李子 群 ， 则 称 G 是 中 单纯 李 群 或 中 单 李 群 。 于 
Е ЛИКЕ РМ, ШЛО) 
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oim, ERRE g 的 理想 ， 则 [m,nj 也 古 9 的 一 个 理想 。 
因 对 任意 MMEm,NEn 和 XEg， 由 式 (6.,54) 可 得 
[X, CM, N]]=[[X,M], N] +[M,[X, N] ` 
而 按 假 设 [X ,MEm,[X,NJ]En， 所 以 | 
СХМ, Мег, п], 
因此 [m,n] 是 9 的 一 个 理想 ,根据 这 个 道理 ， 我 们 可 以 得 到 李 代 
数 9 的 两 个 理想 子 代 数 链 ， 
(1) 李 代 数 о 的 导 来 链 | 
49—42... | (7. 15) 
其 中 | | 
00% =g, 90) = [gt gt], gt) = [qt g O], see, (7.1579 
(2) 李 代 数 9 的 降 中 心 链 
9101-2491 Dg Dee, | | (7.16) 


Кеше, 9:12= [9,9:9], 9!2:= [9,912], +, (7,1672 
从 这 两 个 理想 子 代数 链 ， 我 们 可 以 定义 
(1) 设 g 是 李 代 数 ， 如 果 存 在 自然 数 K， 使 
x g = {0}, 
则 称 9 是 可 解 李 代数 ， 或 9 是 可 解 的 。 - 
(2) 设 9 是 李 代 数 ， 如 果 存 在 自然 数 上， 使 
9 = C0) 

м нк a MN, ВИН EER. я 
外 还 可 以 证 明 ， 可 解 李 代 数 的 子 代 数 是 可 解 的 ， 可 解 李 代 数 的 同 
Ж ШЕ ГЛ ПЫ. ЖЖ КЖ КС ЕНУ. ЖЕЕ {КЖС 
FJ ШЕЕ. ВАЕ АГАЕ ОТЕ ЕККЕННЕН E 
有 任何 个 单 李 代数 。 下 面 的 定理 对 李 代数 的 分 类 是 重要 的 。 

定理 7.4 EMERE 9 可 以 写成 一 个 可 解 事 代数 与 一 
рак s РЖ, H 
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д = 2.5, (7.17) 
Жү r 是 9 的 理想 。 而 且 当 上 т, С 一 定 包括 可 换 理 想 , 
”由 定理 7,4 可 以 看 到 ， 研 究 牛 单 李 人 代数， 对 研究 全 部 李 代 数 
具有 重要 意义 。 而 定理 7.2 又 把 研究 全 单 李 代 数 的 问题 归结 为 研 
究 单 李 代 数 的 问题 。 事 实 上 ， 嘉 当 和 基 林 已 找 出 储 部 单 李 代数 ， 
它们 包括 ЛЯ ЗЕ Ж А, (> р Ban), Ca 
“2) ,Dn(n 宇 3) 和 5 个 例外 李 代 数 6,,F, ,Ee,E;,Es， 


7.2 复 半 单 李 代 数 的 正则 形式 


复 牛 单 李 代数 9 的 正则 形式 ， 是 对 9 的 一 种 分 解 ， 也 称 为 9 
的 嘉 当 分 解 。 这 种 分 解 反映 了 复 中 单 李 代 数 的 最 基本 性 质 ， 通 党 
Мй 324-6 5 (Сагіап-Меу) 182% (СһеуаПеу) &, Ke 


正则 形式 下 的 基 。 | 
AA EREE- о LÉ ИЕ 8. 15 9 


是 -一 - ағаймен Х, „Хә, үз ора 的 一 组 Ж. ЖАЄ, 
Ез КАШ ЖЕЕ О 
ге ГА ХІ =p X, . (7.18) 
其 中 Жез. x 
ЖА-а"Х,, ХЕХ х,, X, X, =C;,X,, WA 


| 


E aY T - т 
ах, X, = px'X.,, 


利用 X, 是 线性 独立 的 ， 可 以 得 到 


(а*Ст, — рбт)х* =0,_ _ (7.187) 
齐 次 方程 (7.18 )Н ЗЕЕ ДЕН 28 PF 2 | 
бег(а“Сі,-рб71-0, | (7,19) 


久 期 方程 式 (7.19) 是 p 的 r 次 方程 。 在 复数 域 上 有 r 个 解 ， 每 一 

个 解 称 为 9 的 一 个 “ 根 ”。 r 维 复 李 代 数 ， 有 r 个 根 ， 但 可 能 有 

重 根 。 在 实数 域 上 ， 久 期 方程 一 般 不 一 定 有 г 个 解 。 | 
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O 嘉 当 指出 ， 可 以 选择 A， 使 它 具 有 最 大 数目 的 不 同根 ,并且 
当 9 个 单 时 ， 只 有 = 0 的 根 是 重 根 ， 而 其 它 非 雾 根 都 是 单 的 ， 
当 p=0 是 n 度 简 并 的 ， 就 称 李 代数 9 的 铁 为 mn。 设 李 代 数 
9 的 和 n, WA # n ARER 有 KGi= 1,2,… ny е 


а4(А)Н; = ГА, М; ]=0. - (7,20) 
可 以 取 这 n ЬЕ H, 是 线性 独立 的 ， 即 
ГН;,Н;]=0, 1,1ш1,2,%%,П, (7.21) 


MJ H,G =1,2,…,2) 展 开 了 李 代 数 g — 4 n HE 2 0), ЕЖА 
МАЛЫН ЕН РН, ЖАҒЫ ЖЕ. ЖТТ ЖІНІҢ 
常 称 为 а 的 嘉 当 子 代数 ， 记 为 b。 因 为 4 的 一 般 形式 为 

А= АН, 《 对 重复 指标 求 和 )， (7.22) 


›={ Ha ec }, 


2.(7. 19) Нея: г-п ЕЖ а 对 应 的 本 征 舌 上 上。 满足 本 征 方 
程 (7.18)， 


Я. 


аб(А)Е, -ГА,Е,1-аЕ,, x (7.23) 


嘉 当 指 出 当 9 РН, ава, НЕШЕ, JF Y oÉ) + 
(r 一 n) 维 子 空间 ， же D BJ +4F2248]. 
Ж ad( AD31[ B, E Я 
ad(A)[H;i,ËE,] 
=[A,[H,,Ë,]J 
=ГА,Н:Е.]-ГА,Е.Н;] 
=[A,H JE, +ННА, Е. ] TLA, E.J- ELA, Н; 
=0[Н;,Е,}, 
ЖГН;. ‚Е. = АЕ Ж а В Е >. 又 因为 上 是 单 根 ， y 
[H,,E,]5 E, ЩЙ. ТЕН О, Ж 
. | а (НУЕ,-ГН,,Е,|-оЕ,, (7.24) 
ЕН, 本 征 值 为 ci 的 本 征 天 。 这 样 结构 常数 
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Cri = а, | (7.25а) 
(7.22), (7,23), (7.24) =] 
а=ЛА'а, (7.26) 
因此 а; 可 以 看 作 是 n 维 空间 中 向 量 a 的 协 变 分 量 。 它 是 将 H. № 
д a 的 线性 映射 ， 故 此 n 维 空间 为 嘉 当 子 代数 9 的 对 偶 空 
间 bt, LARRE. o 称 为 根 矢量 或 简称 根 。 也 常用 2 了 表示 非 
ене, KIRA. | 
从 雅 可 比 恒等式 (6.54) 可 得 
ГА,ГЕ,,Е,]) +ТЕ,,ГЕ,,АЈ +ТЕ,,ГА,Е,]]=0 
ГА,ГЕ,,Е, 7] = (а +ВуГЕ„,Е,], (7.27) 
因此 [E。,Ep] 是 4 的 本 征 值 为 4a+8 的 本 征 矢 ， 再 利用 PAER 
数 非 雳 根 是 单 的 性 质 ， 可 以 得 到 


ГЕ,,Е 4|-Сі.аН;, В- -а, (7.28) 

ГЕ,,Е,|-0, 0+8 REIR, (7.29а) 

ГЕ,,Е,І-М,,Е,,;, @+Р 是 根 ， “(7.29b) 
相应 的 结构 常数 为 


0, т=а+р 0 不 是 
‘С, = 1 750 Е, (7.25) 


Ма), т= ат В 20 ЕВ, 
定理 7.5 ixa 是 秆 单 李 代数 9 的 一 个 根 则 -2 也 是 9 的 
p: 9 的 基 林 度 规 张 量 为 
gar = Эта = Са Ст, 《对 重复 指标 求 和 )， 
如 果 用 式 (7.25)， 把 零 根 与 非 雳 根 分 别 写 出 ， 则 有 
Jar = СС, +O, Cr + >, Cap Caspe (7.30) 


а+В+0 
ААА. (7.25 АЯШ, 5 т5- -а В, 
Jar =0. | 
因此 ， 若 -ax 不 是 根 ， 则 有 det|g,,] =0， 即 基 林 型 Ш, ББ 
设 9 РАЖАА, к-а о Йу. EEE, 
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我 们 可 以 规定 E, 的 归 一 因子 ， 使 


9а-а 1, (7.31a) 
ХА ЕҚ о 的 基 林 型 就 为 
gik 
g= 10 |, (7.31b) 
01 
... 10 | 
其 中 (gix) 是 nxn 阶 和 给 阵 ， 用 式 (7.25),《7.30) 可 得 
Jik = > аак, | (7.31c) 


而 且 
| Че! | ga; | = Чеї|0;к|-50, 
о 可 以 看 成 由 根 矢 量 a 展开 的 二 维 根 空间 的 度 规 张 量 。 利 Н 22 
反对 称 张 量 Сл», 
Cous = ga С, = С: С%,С%, 
о-Сі,С%,6%,%6;,6%,6%, 
--С,,--С,,,--С,,,, 
可 以 将 结构 常数 Ci_。 写 为 
Сілк0 "9 Са а= 9° Ско 
=9' "Сола =9' 9 ов Са 
=9 "С. =9'‘ак=а', 
”于 是 有 ки | 
ГЕ .,Е_«|=а’Н;, (7,28/9 
KPO DEOR, а’ 是 a 的 反 协 变 分 量 。 = 
下 面 再 进一步 过 论 根 矢量 的 性 质 ， 并 定 出 结构 常 М, р. 
定理 7.6 设 4,6 是 中 单 李 代 数 9 ВОЗЕ, (а. В) =a, д 
2(а. В) /(а«а) Я, 而且-[2CaeB6)/Caea)]o 也 是 一 个 根 。 
证 明 设 Y=B+lia 是 8 的 一 个 根 , 但 Y+0 不 是 9 的 根 ， 


234 


则 
ГЕ ,,Е,Т-М.,,Е, =E, 4, 
ГЕ. Е, а = E, a 0%", (7.32) 
Ра, ја) = Еу ура, 7”, | 


注意 我 们 用 带 <+ ”的 Ep ape Et (ууа, АЖ ЖД E, +, 
Е, алға 的 归 一 因子 。 因 为 根 的 个 数 有 限 ， 所 以 总 有 非 负 整数 


9 存在 ， 使 
类 似 地 有 


ГЕ ,.Е, да ]=0. | (7.33) 
[Ea E} (заза) = ШІ aE) ja, (7,34) 
利用 式 (7.327 和 雅 可 上 比 恒 等 式 ， 可 以 得 到 = 

Bi EL зазлГБа, ГЕ 4,Еу-)4101 
-ГЕ .,ДЕу,.;..Е а11- ГЕ уе, Ел, E-a]] 
uE a Eb-n] СЕ. ;а,@ Н | 
=u E! ja +а‘ (у= јо): Еу ja, 


| 


因此 ` | | 
Шуа =йу+ (а y) Даа), (7,35) 


在 n; 的 定义 式 (7.34) 中 ,ko 是 没有 定义 的 。 如 来 定 М 00-0, Mi 
可 计算 出 jEy= (a+. yE, ш = (a0，y)， 式 (7.35) 仍 成 立 ， 这样 
就 可 反复 利用 式 (7.35)， 求 用 

ш-/(а-у)-ІіС1-1)а-ау/2, 


Я 95 (7.33) 知 
Hg. = 0. 
于 是 得 到 | 
(а . y) = gC ° a), 
(7.36) 

43 = 169 +1- 7) аа). 
ЖА у= В+1а, 49 | 

а. В) --:00-2уа-а) = (9.37) 
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即 有 
2(Q y) 


а) о (7.36) 
KEP = 9 = 21, l | (7.37) 


Вр, | 
Àk £h КБ, ж а, В д о ЗЕ, ТЕТЕ УВ а 


ДЕ 
В+1а, В+(1- 1)а, +<, В-та (7.38) 


АЯ жану Ж, 180+ (1+1)а, 6+ (1+2)а, ... № В- (т+ра, 
В - (т+2)а,.. ЖАЯ, Җ үїт+!=0,‚ іс-0-т, НЕВА 
АЕ, В -Г2(а . В) / а + ayla th E: о 的-- 个 根 ,并 且 属 于 根 
链 (7.38)。 定 理 证 毕 ， | 

定理 7.7 хадж {Жат Тк, ЖАТ Нам 
整 倍数 ka h, RA a,0,- a 是 根 ， 

证 明 由 LE。,E。]=0， 知 20 REIR., МН: М КТ k’ 
是 根 ， 将 会 存在 一 个 根 链 ， 而 且 这 个 根 链 包含 20， 这 不 可 能 。 
因此 Ka(k>1) 不 是 根 。 同 样 可 证 fa(K 一 - 1) 也 不 是 根 。 定 理 证 

定理 7.8 ша, Вто Н ТЕ М, МВ a 
根 链 所 包含 根 的 个 数 最 多 是 4 个， 因此 有 

2(а. В); (а. а) =9-21=т-1=0,+1,+2,+3. (7,39) 

证 明 4 Р=а,В аЖ ХА а,0, – а, Ежи. 

м В-ға, В а ЖЕН 5 4 R, НЕЕ АЕ В-2а,В-а 
В,В--а,Р-да, Ж В + зару В ВЯ, 由 于 Pt+2a-P=24 和 B+ 
2а+8 =2(а+ P) ЖА, ВА Ворд 链 只 有 一 个 根 ， 
由 式 (7 ,37) 知 , 

СС + 2а) • В) = 0, 
同 理 р — 20 {у ВМЕША 2—18, АХ 
(08 – 2a) + В) = 0, 
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两 式 相 加 得 
(В .В)-0, 


这 说 明 有 是 零 根 ， 与 假设 矛盾 ， 说 明 Ву п 根 链 最 多 只 能 含 4 个 


因此 т<<23,1<23, | 
ә(а. В) /(а+а)=0,+1, +2, +3, 


g =m +233. 


E ВЕНЕ ЗЕ, 
取 В = у – а, 17.32), (1.3408 
tE, a = [Ва,[Ё_а,боув]| | 


= N_, apl Во Eg] = Маз Мо бат gp. | 


于 是 得 到 | 
Мав Мо а+ в = Ші = 109 +1- Р) (a ° a)/2 


= (т +1) (а + a)/2, (7.40) 
式 (7.40? 中 的 ! , m H R 5 | 
8+{а, B+(G(-1l)a, >», В-та (7.407) 


通过 具体 计算 ， 我 们 还 可 以 得 到 入。j 满足 下 面 对 称 关系 
Nagp=— Мр = Ng „= Nabas _ (7.41а) 
着 旦 规定 相 因 子 ， 使 x 
| N, = -N_,_ =N sa (7,415) 
这 样 我 们 可 以 取 | 
Nç, = 1(т+1)(@а-а)/2, 7 (7,.өоө) 


所 有 Ме» 间 必 需 满足 式 (7.41a),(7.41b) 的 相 因 子规 定 。 
当 我 们 在 个 单 李 代 数 9 的 正则 形式 中 , W g... = 1 А Nags 
-М_„ 65， 这 样 得 到 9 的 基 
| {H ee, Hn, Ea, Eg, Ep}, 
AIA 9 № 3-5 H £, ХУЖЕ nF, ` 


[H,,H;]=0, 1,1 =1,2,***,П, (7.42а) 
CHi, Е. ]=9@;Ба, і-1,2,,П, (7.425) 


LEa E , J=a: Hi, 1-1,2," r, (7.42c) 
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[Ea E ]=N,z Еа-в, ШағВ50.0 (7,420) 
从 式 (7.42a) 可 以 看 出 ， 嘉 当 子 代数 5 构成 9 的 一 个 对 易 子 代数 ， 
而 且 按 定义 是 9 АЯҒАН, НЕЛЕР Ж, bH 
不 是 9 的 理想 。 x 
在 嘉 当 - 韦 耳 基 下 ， 二 阶 卡 塞 米 尔 算 符 为 
С, =g +H; Hg+ УЕ „Ба. (7.43) 


Ф о = 9 四 9g:， 其 中 9, 和 0, 也 是 个 单 或 单 李 代 数 
F, 9,0,5 的 嘉 当 子 代数 为 bp ,bs ,相应 的 根系 为 了 ,21,22， 则 
b= 0.090, Z= Z,U2,, mH 2, 和 Zs Е. 对 单 李 代数 9， 其 
根系 就 不 可 能 存在 这 样 的 进一步 分 解 . 

关于 根 矢量 ， 归 纳 起 来 有 下 面 重要 性 质 ， 

(1) 车 a 是 根 ， 则 一 0 也 是 根 ， = 

(2) 若 a ,有 是 非 需 根 ， 则 2(а.Р)/(а + 4) 是 整数 ， 

(3) Жа, В REER, N 8-Г2(а. В)/(а 4)Ja 也 是 根 ; 

(4) 两 个 非 零 根 , p ZAKK p, HFR H, 

cosg = (а. В)[ (а + ау(В - DJ ` Š, (7.44) 
由 式 (7.39) 可 得 


j 1 1 
соз?ф = 9,4, 9° DELE 


由 于 4 和 ~0 都 是 根 ， 故 只 要 考虑 9 为 锐角 ， 


ф=0°,30°,45°,60° ,90 。 (7.45) 
我 们 用 k, 表示 根 a FAP ARKEL, | | | 
. $ | 
Кав = р. 《 取 ер, (7.46) 
则 可 分 为 下 面 几 种 情况 ， 


(1) =0。 ША Ж,АЖа-В FA PIRE, 这 不 是 我 们 需要 讨论 


В. 
(2) ф= 30°, XEF 
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(а. В) /(а + а) = 1/2 sk 3/2, 
(а-В)/(В- В) =3/2 sz 1/2, 


7 47 
(8. Ву/(а - а) =1/3 &З, (7.478) 
o К=УЗ. | 
(3) Ф=45°, ЖЕ 
(а. Ву/(а»а3-1/23%1, 
| а. Зу/‹38.8у=1 аў 1/2, 
(а. 8у/(8.8у=1% / (7 47b) 
(B. В) /(а + 0)=1/2 或 2， 
k= 2, 
(4) Ф=60°„ ЖЕ 
| (а. В)/ (а.а) =1/2, 
(a. В)/(8 • В) = 1/2, | (7 470) 
(В. В)/ (0 + a) = 1, о 
К-і1, 
(5) ф= 90°. ЖЕ 
(а ° В) =0, | 
СВ - В) (а. а) Е, (7,474) 
k WTE. 


可 以 证 明 ， 任 何 一 个 单 李 代 数 只 能 有 两 种 不 同 长 度 的 根 . 
例 1 对 秩 为 1 的 单 李 代数 ， 
n=1, 可 以 得 到 两 个 非 需 根 a 和 -0.。 一 一 0 
可 在 一 维 直 线 上 夯 出 根 图 如 图 7.1。 
例 2 52 тА К Ж, 图 7.1 
= 2， 它 的 根 属于 二 维 空间 只 ， 有 下 面 几 种 情况 | 
(1) 9 =30 ”， 见 图 7.2。 设 是 一 个 根 ， 假 定 它 的 终点 是 (1， 
0)， 那 么 存在 另 一 个 根 a， 其 长 度 是 v3 。 8 和 a 的 夹 角 是 30”， 
a 的 终点 是 (3/2,v3/2)， 当然 -hB 和-a 也 是 根 。 因 为 
x ә(а.Ву/(а-ау-1, 
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/Il 
/ \ 
____ >» 0 
| / 
м / 
\ / 
B 
N 
4 ` 
/ N 
м“ _._ — _ = 
N 
` | / 
7.2 С» 的 根 图 


ic B-a 是 根 ,其 终点 是 (一 1/2， 
-V3/2)。 G- 1 也 是 根 ,其 终点 
在 (1/2,w3/2)。 继 续 这 样 作 下 
去 ， 我 们 可 以 得 到 12 个 非 雾 根 ， 
当然 还 有 两 个 雳 根 。 这 样 的 李 代 
数 称 为 Cs。 我 们 把 李 代 数 的 维 
数 称 为 阶 ，C: 的 跻 是 14 

(2) Ф= 45°, 与 求 G, 的 根 
图 类 似 , 我 们 可 以 求 得 两 个 根 图 ， 
如 图 7.3(a) 和 (b)， 它 们 分 别 


ШНЕК B, С, ШАРТ FR ГЕЙ, 它们 共有 10 个 根 ， 所 


АВ, 和 Cs 的 从 都 是 10。 


-——- i 

i 

| 

| 

| 

| 

| 

| 

| | 
L-—— 


(8) 


图 7.4 A: 的 根 图 
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wau ss Qi “s s si s sma 


TE - s ss ssh G“ s“ 


图 7.5 D, 的 根 图 


(3) p=60"。 这 时 得 到 根 图 如 图 7.4， 它 对 应 李 代 数 An 
ja PN P S ARIFIN, A, Же 8 18, АВ. 

(4) 9 = 90"。 这 有 时 得 到 的 根 图 如 图 7.5， 它 对 应 李 代 数 D., 
D, BÆRE А, ФА, 同 构 ， 因 而 D, тк 数 ， 但 不 是 单 李 

83 秩 大 于 2 的 单 李 代数 的 根系 如 下 ; 

(1) 2 如。 引 [人 二 维 空间 的 两 个 相互 正 交 的 单位 向 量 ， 如 el = 
(1,0), 6: (0,1), НІН 7,3(а) h В, № ЗЕ 0) +е,, +е,, +e, 
+e, 其 中 正人 负 号 是 任意 的 。 它们 分 别 对 应 坐标 (十 1,0),(0， 
+t1),(1, 土 1),( 一 1, 土 1 )。 这 些 矢量 加 上 两 个 寄 和 拓 量 构成 В; 
的 所 有 的 根 ， | | 
” ”类似 地 ， 引 入 3 个 互相 垂直 的 矢量 ，el = (1,0,0), ©,=(0, 
1,0) ,‚ез = (0,0,1), ЖА, THIRE, +e, че; че; (1-7, 
!,1=1,2,3)， 再 加 上 3 个 需 矢 量 ， 就 构成 了 也 :的 折 有 的 Ж. 

因此 在 7 维 空间 中 ， 引 入 7 个 互相 垂直 的 单位 R 

el = (1,0,44,00, 
—— (7.48) 
ên = (0,0, -**,1), 
ЖК 2n2 = эп + 2n(n = 1) + 
+e;, ` + e; + e; 
(1527, 1,1-1,2,",п), | | 
ЮЕ пла хы, ЖЖ Ж 3 的 所 有 根 B, BJ Br Ж 
(2 十 1)。 | 
(2) Cn。 下面 2n2= 2п + 2n(n — 1) RE 
і2е;, + e; же; | 
GJ, 1,1-1,2, n), 
ЕП TERE, 就 构成 了 村 代数 C, 的 所 有 的 要 Cn 的 阶 是 
п(2п +1)。 其 中 e, В (7.48). 
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(3) Dae TFI 2n(n -1) 个 矢量 
+е; +е;(1-Е1, 1,1=1,2,--. n), | 
Еш Еп хант D, 的 所 有 的 根 ， 其 中 ei 由 式 (7.48) 
АҢ. Da Е п(2п- 1). | 
(4) An ВЕТ, n + 1 个 互相 垂直 的 单位 矢量 
el = (1,0, ***,0,0), 
ez = (0,1, -** ,0,0), 
| (7,487) 
еп = (0,0, *-.,1,0), 
е,г15(0,0,4-,0,1),» 


那么 n(n +1) 个 矢量 

e; =e; (ÆJ, 1,1-1,2,",п +1), 
ЕТТЕ 天 ERRI An ВУЗА) AR, iX x= (xX e, 
xr, tE n+l ЖЕНА, Е 


f + 1 


> x: = () 


$ = 1 


п ЖЫШ. TARH A, 的 根 ei — e; Веі п 维 超 


-8i tê, 


— 6, +63. | 


-е,ғе; 


Тығын ба | 


7.6 ЕЖЕРА. 的 根 图 
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平面 上 。 所 以 用 一 组 正 交 基 表 示 А, 的 非 雳 根 时 ， 这 组 基 是 n+1 
их, 而 А, 的 根 全 在 这 空间 的 一 个 ” 维 超 平面 上 .图 7.6 
给 出 А, ИЯЖНЕЖЖЕЙУ Жл. 
(5) 例外 李 代数 F,。 在 李 代 数 В, 的 36 个 根 中 加 大 以 下 16 个 ， 
根 | 


1 
оС te te te), 


共 52 个 根 ( 其 中 有 4 ARR), ХАНТ F, 的 所 有 ЛЫ. 显然 
Е, Ен В, 作为 共 子 代数 。 | 

(6) Я Е, EERE А, 的 35 个 根 中 加 入 根 

+ 2.6,: Се, Le, ee, ее + ев) те, 
第 二 式 的 前 一 项 取 3 个 正 号 3 ФАБ. 72 ЭЕ, Е 6 
个 雳 根 就 构成 了 Be KAHR. Е, 的 阶 是 78。 显然 E, а ЖА, 
ФА, 作为 其 子 代数 

(D 例外 李 代 数 上 ;。 在 李 代 数 A ЗВ 加 入 要 


(жерже, же, ее, teste, tes), 


其 中 取 4 个 正 号 4 个 负 号 ， 这 样 一 共有 126 ХЭБ ҰЯ, 再 加 上 7 
МЕНЕЕ, ЭН, E, 的 阶 是 133。 显 ЖЕ, 含有 A, (Е 


为 其 子 代 数 ， 
(8) М2 К Ж Ев. ЛЕА Р, 的 所 有 根 中 加 入 根 


TC tete, te te же, Же Же, teo, 
其 中 取 偶 数 个 正 号 。 这 样 一 共有 240 ARR, ВЕ 8 IFAR 
就 构成 Es ВНЖ. E, 的 阶 是 248. 显然 Es 含有 Ds 作为 其 子 


代数 。 
(9) 例外 李 代 数 С, нх 


е; - е3, + (е; +е; — 26k) 
(ІЗЕ/ЗЕК, 1,7,5 -1,2,3), 
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通常 人 们 称 An, Br,Cn, Dn 为 典型 Ж Ж Ж, G, Fi, Es, E;, 
Es 为 例外 李 代数 . 


7.3 ЖАА (Оупкіп) 


在 讨论 素 根 之 前 先 引 入 正 根 的 概念 。 一 个 根 a 称 ЖЕ, 
如 果 在 某 一 组 基 下 它 的 第 一 个 非 零 坐标 是 正 数 。 如 Bs 的 8 个 非 
需 根 ， 在 式 (7.48) 的 基 下 Ж, (1,1),(1,0),(1,—1),(0,1),(0, 
-1)(-11),(-1,0),(-1, -1)。 其 中 前 面 4 个 是 正 根 a+,; 后 
面 4 个 是 负 根 o-， 而 且 有 o = -а*, — Ж, ЖИМ 
是 正 根 。 男 外 我 们 还 会 用 到 正 根 和 ， 如 8, 的 正 根 和 为 


| 21% = (3,1). 
Мп F, 的 正 根 和 为 
0: 一 (11,5,3,1), 


并 且 常 把 正 根 和 的 -FRA Ô, 
6= ХУ. (7.49) 


由 正 根 的 正义 可 以 看 出 ， 正 根 是 与 根 的 坐标 系 选 择 有 关 的 。 
“定义 7.10 ”如果 一 个 正 根 不 能 分 解 为 另外 两 个 正 根 之 和 ， 则 
ҮЙЛЕН ЗЕ. | 

如 В, 的 正 根 有 | 

(1,0) = (1, -1) +(0,1), (1,1) = (1,0) %(0,10, 
KE, OMO, DTE, MERO, ПЕ, = 1) 不 存在 这 样 
的 分 解 ， 故 B, 的 素 根 是 
0,- (0,1), 4;-(1,-1), 

O 5538492890 E £ JH z жок, IFRA n BD E S ЖҚЖ 
g， 可 以 证 明 9 # n Ж, m=(6)G=1,2, n). їп Ж 
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根 是 线性 独立 的 ， 它 们 构成 4 维 空间 b* 的 一 组 基 ， b* Ж o WD Ж 
当 子 代数 的 对 偶 空 间 ， 双 称 根 空间 。9 的 任 一 根 可 以 写 为 ， 
+ У, Кіа, Ki 为 非 负 整 数 (7.50) 
2387.9 аа; 是 中 单 李 代数 о 的 两 个 素 根 ， 则 有 
(1) 9; 一 94; 不 是 根 ; 
(2) 2 Ca; .а;)/ (а; +а;) = - 1, l 是 宕 或 正 整 数 : (7.51а) 
(3) а; а; 的 夹 角 09i; 只 可 能 取 90°,120°,135° 3% 150°, 1% 


“АЕ» іі = 90”, 


1 0;-120”, 

(а; -а;)/(а; oa)=1 / | (7.51Ь) 
2, 0i; = 135°, | 
3, PE 150°, 


证 明 | 
(1) #a;- a; AR, Шо, яуа; 不 是 素 根 。 所 以 ai -oj 不 是 


(2) 从 式 (7.38) 和 (7.39) 可 得 式 (7.51la)。 | 

(3) 用 式 (7.51a) 及 (7.44) 和 (7,47) ,可 得 式 (7.51b)。 

如 李 代 数 B, ЖН а, # a, 的 夹 角 

соз 0), = (a, - а) (а, • а) (а, + а;) | TH = - 1⁄2, 

故 б» = 135"。 两 个 根 长 的 平方 比 为 (@, + 0) / (а: 941) =2， 其 中 
а, 是 短 根 ，as 是 长 根 。 在 图 7,3Ca) 中 ， 我 们 用 粗 线 标 出 B, Ж 
Жа, Я10;, 

又 如 李 代 数 B. C, ШО, 的 素 根 为 

ПСВ). 28-6 -6б.,) (i=1,2,,n~1), 


ар = бл; 
П<С,); (lj = éj — 64 (1-1,2,",п-1), 
G, = 26); | | | 


ИО»). (Ci 二 Ci 一 Ci+l (1=1,2,. ,7 — 1), 


а, - Cni ғ6,, 
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(Į— utf f I=r)y")ü2a «141; -1; zuz 


О, жн 
Шш ж 5 $ 


шщ ЕМЕН ІЛЕ 


>: 
Sy 


&W+ ° 名 于 小 人 次 
/ ` z 


СО T£, TÇ T 1, T ) 


т 
т (9591551) 2-1; 


© 
(722894 22 + +) 


(РБ; 251) 


(831 г 1251) 


(2+)! 


uma 


u5; ТТ! 
ІЗІ 112246114: 


155; IDI 44-1; 


15] “Әл 122 | 


247 


| 
x | атчу рэн x 
(83 — La + x (8; 
21-009) 972 9 x 0ғ2 | От | 
x | 
| 
(9$... t = 1!) 84; 12 | 8 5; 151l Ру Та + i Q 68; 

| x | 
x | ауға ту | 

x | 
(E3 29 + | (854 | 
Š 9,55% 5% — 8) Т | 9; Zt. Z t TZ t U z) | 
т ӘСІ a + 92+ ә + Ea — 6; 一 Эз] 901 | а 53 Tto т) 
4 | 
| | | 

| (9e D=) 151; -1; | 85; ізі “fata | 1 | LJ 
| | 
| О] Жон и | | 
инф |0 И ж Ж = H W & — # Е ЖЕ; 
z | | : 


当然 这 些 素 根 部 是 在 坟 47.48) 的 基 下 给 出 的 。 一 般 说 来 ， 基 的 选 

择 不 同 ， 素 根 的 有 具体 形式 也 不 同 。 即 例 在 同 -- 组 基 下 ， 素 根 的 到 

法 也 可 能 不 同 。 在 式 (7.48) 基 下 ， 表 7.1 给 出 通常 取 的 单 李 代数 
# 7.1 PARA Е, Е 


Ок = > аға, = дұр 
а 


时 ，ei 的 归 一 化 因子 ， 当 дк = бак bF, (ОЮ РВ git = 
бк = 5ik。 这 时 的 基 称 为 嘉 当 - 书 耳 标准 基 ， 相 应 的 卡 塞 米 尔 算 符 
为 Я 


С, = ŠH: +> Е.Е а. (7.43’) 


当知 道 素 根 个 数 ， 素 根 间 夹 角 和 长 度 比 时 ， 便 能 求 出 所 有 的 
根 ， 因 而 能 求 得 对 应 的 盾 单 李 代 数 。 邓 金 图 是 把 件 单 李 代数 的 素 
根系 耳 用 图 表示 出 来 。 在 邓 金 图 中 ， 一 个 小 圆 图 表示 一 个 素 根 ， 
如 果 两 个 素 根 间 夹 角 为 90"“， 这 两 个 素 根 的 小 圆圈 不 相连 接 。 当 
珊 个 素 根 间 夹 角 为 120 ,135 或 150 时 ， 则 用 一 条 、 两 条 或 三 条 
线 把 这 两 个 素 根 的 小 圆圈 连接 起 来 。 连 线 的 箭头 规定 为 从 长 根 指 
向 短 根 ， 


a, а, а; 
„ ооо. а 


7,7 В›,Вз,В, МЕ 


В, 


Cn 


D, 


Es 


图 7.8 


单 李 代数 的 邓 金 图 
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显然 单 李 代数 的 邓 金 图 是 相连 接 的 ， 而 个 单 李 代数 的 邓 爹 图 
是 不 相连 的 ， 因 为 牢 单 李 代 数 可 以 分 解 为 单 可 代数 的 下 汶 |。 
图 7.7 给 出 Ba, Ba, ,Bn 的 邓 金 图 ， 以 便 比 较 不 同 秩 的 情 
їз. 图 7.8 给 出 全 部 单 李 代 数 的 邓 侈 图， п. 
5 ИП = (6 ,G,,.. а) аа 的 素 根 杀 ， 设 
A;; =2(а; а;у/(а;,+ о), | (7.52) 
ЖЕ (ARA g АН. REE gA КІ, 应 用 定理 
7.9 就 可 以 算出 9 у ЧАН. ЗЕЯ Жійж2, 
而 非 对 角 元 素 可 能 是 0,-1,-2 或 -3， 
014 ЖЕКЖ А, С, ВЯ ЧАН. 
| | А, ВЕН 7.9 (а), ` 
А, О--О (а) 61,62,63 IPMA, 


д а (a, * 01) = (a, 02) = 2， 
2 3 2(а, Q) = —2, 

G О-О о кал, чиж 
a, а: | >] 

图 7.9 Az 和 G> 的 邓 金 图 ( ә ). 


С, 的 邓 金 图 如 图 7.90 СЫ), Ме, ,е, ,es 为 单位 向 量 时 有 
(G, 41) =6, (а, +9.) =2, 2(0,.а,) = -6, 


故 G, ВУ GREA, 
| 2 -і1 \ 
-3 2 /* 


КИНО МАНЫ. 


( 2 -1 0 = 0 0 
—1 2 -1 = 0 0 


Аз, 0 一 1 2 ... 0 0 


0 0 О + 2 -Í 
\ 0 0 0 ... — 1 ) 
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> с с са cC > о © а — со о с Сі ті 一 | Ы о Сс - N < 
| | . | | Ц | 
° 
Ф 
° <a | | 
ә 
> = N о © > чч N > © > m= чао о > 
. | | I 
a M ғ. 
=ч (ЧЧ “ооо =ч єў ч Ф СО т N — ҰС о ос A 
| | i в. | | ° = з чч о со о 
° — м | | 
. | 
. 
N + с > Ф сї 一 Ф > с м ч С > с о 
| | | ° Сі сб сї єч СО б o с> 
、 ° | | 
w. m Ė Б И ч Ка 
М. аа —. ЛДГ o ‘L OLA 


2 -1 0 о 0 0 0 
-1 2 -1 0 0 0 ,| 
0 -1 2 -1 0 0 一 1 
Е; 0 0 一 1 2 -1 0 0, 
0 0 0 -1 2 -1 0 
0 O 0 0 -1 2 0 
0 0 -1 0 0 0 2 
' 2 | 0 0 0 о 0 
-1 22-1 0 0 0 0 
0 一 1 2 — 0000 0 -1 
Е. u 0 -1 2 - 0 0 0 | 
0 0 0 -1 2 -1 0 0 
0 0 0 0 -1 2 -1 0 
0 0 0 0 0 -1 2 0 
0 0 -1 0 0 0 0 2 


7.4 ”典型 李 代数 的 根系 ， 


№ H = (а, ;02,… ,0n} 是 单 李 代数 9 ЖНЖ, 那么 8 的 所 有 
根 可 以 从 卫 和 嘉 当 和 矩阵 求 得 ， 也 可 以 说 可 从 邓 金 图 求 得 。9 的 所 
有 根 可 以 表 为 


ЗДІ ki 是 非 负 整数 . (7,507) 
若 a 是 8 的 一 个 正 根 ， 即 
а= Ук. 
ПЖ 7 
SK =т, (7.53) 


го 
сл 
Мэ 


Яса Ут ОЕ. ЖА ЕЖ. 
假如 我 们 已 经 知道 所 有 灵 级 以 下 的 正 根 ， 即 已 知 1 级 正 根 ， 
2 级 正 根 …… ‚ m ЕН, ЖА m+ 1 级 正 根 一 定 上 共有 以 下 形 
式 
В=а+а; (а;Є Пу, 
其 中 


f 
Я = > kiai 
i=] 


是 允 级 正 根 ， 即 满足 式 (7.53)。 如 采 几 是 根 ， 那 么 它 了 下 是 到 +1 
级 正 根 。 由 于 我 们 已 经 知道 了 所 有 讽 级 以 下 的 正 根 ， 因 而 也 整 知 
道 了 所 有 的 线性 形式 4 一 0;,4 一 20;,… 中 ， ШЕН ,哪些 不 是 
根 。 因 此 在 包含 & 的 а; 根 链 

а—т;а;, а-(т;- 100;, =, а, =>, й+пуа. 


中 的 т; 是 已 知 的 ， 由 式 (7.39),(7,52) 可 得 


2(а.аҙ) 
n= mi аттау S mi - ХАНК, (7.54) 


HJ n; п] ЖЕН Е Ч НЕ. TE 


如 果 пус21, M| аға) ЖЖ; n;<1, Мачо; МЕЖ. 
(7.55) 


2007.55) 2 Т ажа; 是 否 是 根 的 判 据 ,因此 对 一 个 单 李 代数 а, 
可 以 反复 应 用 式 (7 .353535)， 逐 级 玉 出 其 所 有 下 根 ，。 

#5 ЖЕКС, НЛ. 

Љ 7.99 06, RBE RHAH, C 的 一 级 正本 (5( 素 根 ) 
Zaa, H F Wu С, BJ ЧАЯ | 

2 —1 
А = (о) 9 ). 

由 于 a, — a, Ле, ИР a, Ву а, жа, ЖЖ 

т, =0, H X (7.54) 19 
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п, = — (2 -D( )=1. 


НЕ 2. (7.5548 a, +a, 是 根 。 
同样 包含 2, 的 а, 根 链 是 al ， 故 


/ Í 
т. = 0, h, = —(-— 3 DÒ) +321, 


也 得 到 G, 的 2 级 正 根 是 01 + oz， 
包含 0 + G, Ну а, 根 链 为 02,0, +a, ee, Ж 


1 | 
m =], r =1- (2 -D( )=0<1, 


于 是 2G, +a, 5218, | 
包含 а, + z, BJ G, 根 链 为 G ,а, +4, , `+, Ж 


l 
тәсі, П;-1-(-3 DÒ ) =2>1 


于 是 al +2a, 是 (人 的 3 级 正 根 。 
包含 0 +20, №) а, Ал а, +2а., В 


1 
mi =0, n = - (2 -15(„)=о<1, 


于 是 2G, +20, 不 是 根 ， 这 与 定理 7.7 一 致 。 


ВЈ в, +2а, Қу 0; 根 链 是 Ч, 01 +s, 01-520, өзө 


-1 
m,=2, n,=2-(-3 DÒ, /= 1， 


于 是 а, +34, 是 С, 的 4 级 正 根 ，。 
包含 а, + 3а, уа, 根 链 是 Qi; + 3а,, ЖЖҚ 


| | 
тз, месе -0(1)-1 


于 是 20, + 3а, 是 G, №5 ЖЕ. 


包含 ai + 34; 的 С. 根 链 是 ai 4 0, + а, y а, -六 2а,, а, + 3а, , зоо 
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] | 
n, = 3, n =3- (—3 э „)=0<1, 


пу 2а, за а AN pE a + 3а,, 2а, +30, ..., АК 
ші, т=ї-@ 002) о, 
3 
ОА 2а, + 34, 的 4; 根 链 是 201 +385, +, ИХ 
| < 
т =0, п,=—(—-3 (5) = 0 一 1 


于 是 cs 的 5 级 以 上 的 正 根 都 是 雾 ， 
归纳 以 上 结果 ， 就 得 到 С, МИНУЯ 
а, £a, + (а +a), + (а, +20,), 
+ (а, +34.), + (20, + 3a,), 
其 中 5 ЗАК 20, + за, 称 为 Cs 的 最 高 根 ， 常 习惯 在 Cs 的 邓 金 图 
上 面 ， 标 出 最 高 根 包 舍 а, ,as BJ 2 93, М 7.980). 
下 血 我 们 给 出 典型 李 代 数 的 各 级 正 根 ， 其 最 高 根 包 含 各 素 根 
的 次 数 标 在 邓 金 图 F， 见 图 7.10. 
Аһ; 
X: JR 5А, 0:-6;-6;,1, t=], n, 
— Ж. 0; o t=l,,n, 
一 级 根 ， а +Q, =е,-е., а ча =е,-ец, -»-, 
пт + Чл = Cn i ёра, 
=. a, tag та: = еу — е, 
а + 0. +G, = е, — е5, .... 


Ana + аһ] + а, 一 Cn_o T Cntle 


п ОЯН; ата, +. ча |%04,-6,-6,,, 1 级 根 是 4 
的 最 高 根 ， 它 包含 ERRE Ж» 87,10. 


г 
QI 
Сі 


в= S(T +1- 1). (7,56а) 


1 1 | | 1 
An ОО —ЮО—- -- —O—-—Ə 
а| а» аз (r-l An 
1 2 2 2 2 
в ООО 0 
а, а; а; ад} Qn 
2 2 2 2 | 
o Ооо --- 00 
а, а, аз аһ.) бі, 


| 2 2 
„ ООО —- 
a, а» 44 
图 7.10 


Ва: 
К А: Ч; = 6; — 6:1, =1,.**.,П 1, An = Cn. 
-一 级 根 ， 0,ісі,-",П, 
一 级 根 ， 042,40,-61-6);, 0,504,-6,-64, +6, 
ар + Чл = бп-1. 
=# ОЖ: G, +G, +4: =6, - ёд; 
а += ё — 65, “”, 
An- + Фр] + Чл =ne 


тре сас 900 әсе ох пес есі эте тез оов осо ово гор гар 600 990 


! 级 根 : G, +G, +. +4; = ёр ёр» °°". 


nii “460-і + >° + dni tan = Crn+1—is 
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п rot + @п +3} ы. ға, | + 20, = бл: tOn, 
Чт 3—1: 04-15" Баро ғ204, +0201, 
= баз 十 CH ils °*. 


2n — 12218: а, +24, + == +2G, =e %6;, 20- 1 ZX 3 д B, 
Н Асе ЛЫ, ТЕ ХР F №7. 10. 
В. ВУ E 8 # Z * >J 


Ó = (n ty i en | (7.56) 


а, +Q. а = Co — 65, ++, 


Оп 3 + Оро Fani ер з – ер, 
апо + 60,1 509,6, о Ens 
2а, 1 + Чл 一 2—1. 


эпе пов езе еее оса оне фор гар без езе езі вое оо аза шов ü. ооо оре 


: 级 根 ， аа +e +a; =e ein э, 
Оһ: + Qnricit+e Hanoi =ni 6), 
Чт +1: T Чл+2—: + *** Ғ060,06;,) + еру 
Чл; Оруз 1 *** + Zan + G, 
=Cn+2—i TOn °°, 


27 — 1 级 根 ， га, +29, ++, 4-20, tan =2е,. 21-1 级 根 
在 Cn 的 最 高 根 ， 它 包含 素 根 的 次 数 标 在 图 7.10 的 邓 金 图 上 . 
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~) 


С, ЕЖ РЖ 


б= > Gn +1- Dei, (7.56c) 
i=] 


Da: 
А: Qi =е;: — е) t=1,- n - 1, Qn = Cn тел, 
一 级 根 ， 0%, 1-1," ,П, 
一 级 根 ， Q, та. =в-6:, 4; “0;-6;- е, +, 
Un Fani = бп - бп, 
Qn_2 Han = е, 9 + ел, 
三 级 根 ， а а, +аз =C] — 64, 
Qa +43 ta, =е, C5 +», 
а, аз + Qn 2 tani = Cn 4-6;, 
Что 5041 tOr = Öna “06,11, 
an3 564,2 tAn = ер з +ер, 
1 ЖЖ: а, +G, +... Фарер еру, +, 
а, tanti + Hanar Орр =: Ens 
ani Fangi + Ra Han tan = ер: tOn, 
aneii tanggi *** tans +G, | tan 
一 Cn +4—ї + Cni » 
anii + Оруз TG, ; tin ) TG, tan 
= Cn i 64-2, %%, 


Фор опе біп Ф065 тез бет tü. бай вое 300 баз ӛн тәр рр бро вое 200 b... вер вое бар бағ шов вое 


2-3 ІЛЕ, а, +24, +20 +... -20, 40, +G, = e, %6;, 


2n — 3 RIR E О, 的 最 高 根 ， 它 包含 各 素 根 的 次 数 标 在 图 


.10 的 邓 金 多 上 。 


DA E Ж 2 Ж: | 
б- > -ie (7,564) 


£ = 1 
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ТИШ рар иясы 


构造 单 李 代数 。 a О (a) 
#6 ЖА Ж КЖ А, ЖА, 

НЕЕ ШЕ. А 0—0 & 
从 图 7.8 知 4, 和 A, 的 邓 人 金 | @ а, 

图 如 图 7.11 №) (а) 1: (b), 图 7.11 


4 的 mm=1， 有 一 个 素 根 o， 故 只 可 能 有 根 图 如 7.12 的 (a)， 


(а) (5) 
图 7.12 
HE, ME a 表示 对 于 根 a 和 -a 的 本 征 矢量 ， 于 是 有 
| ГН,Н]=0, 
СН.Е..]= +Е,,, (7.57) 


ІЕ,,Е 41, 
А, BJ 5 21 —- 3k ЖК EE Blok Er A 


200 
= 0 0 1 |, (7.58) 
0 1 0 


C=H?:+E,E ,+E.,E,. (7.59) 


当然 А, 是 复 李 代数 ，4, 与 三 维 空 间 转 动 代数 o(3) Fi 构 。 已 Я 
0(3) 的 生成 元 为 Jz,Jy 和 J:， 则 有 同 构 映 射 使 
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| (7.60) 
E. J. = +з Ја 1) 
但 要 注意 的 是 o(3) 是 实 李 代数 ， 其 生成 元 还 满足 厄 米 性 条 件 
J: =Л;, Jy=Jy, ЈЕ = 1,, (7,610 


而 复 李 代数 А, 一 般 并 不 具有 这 性 质 ， 
А, 的 秩 为 2， 革 邓 金 图 如 图 7.11C(b)。 取 归 一 化 的 根 长 度 ， 
使 每 个 根 长 度 为 1/ 3 ， 有 嘉 当 - 基 林 度 规 张 量 为 


Jik = > ва; = 6,3, (7.62) 


其 最 高 根 为 m +а, Жа а= су 01,0). 可 以 得 到 


1 — 1 -一 
ш, из, 8), =, V 3). 
А, ЕД, 7,120) СЫ), 
由 式 (7.42) 可 得 
ГН,,Н,1|-0, 
1 
| — + — 
| LH, Ea] ft; Ока) 
| ] 
ІН, уаз = f Еа, 
rH E = + Е-Е 
x L=] +p 7 244 3 +p? 


РН», Е а] = + Е. о, 


| 1 
| 2 
| ГН,,Е а.в] = 0, 
| 
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| 1 1 
Ep, Es] =y y7. - Нз, 


| 
| [Eag Ean] H/V 3. 


(7.63a) 
再 根据 式 47.41) 可 得 ` 
ГЕ,,Е,-Е,,,/у/ 6, 
ГЕ, ,Еа.р1-0, 
(7.63Ь) 


ГРа, В (аър = -Е ,/ 6, 
[Eg,E о, =Е-./\ 6. 
这 时 由 于 根 是 归 一 化 的 ， 故 A, 的 嘉 当 - 基 林 度 规 张 量 为 


1 0 0 0 0 0 0 O 
0 10 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 O 
0 0 1 0 0 0 0 O I 

g = 5 0 0 0 0 1 0 0 = 9! (7.64) 
0 0 0 0 1 0 0 O 
0 0 0 0 0 0 0 1 
0-0 0 0 0 0 1 0; 
卡 塞 米尔 算 符 为 


С. = Н? +H}? +Е,Е_„+Е_,Е,+Е,Е_, 


+Е_вЕв +Ë, вЁ азр) +E (а: Ea, A. (7.65) 

下 面 讨 诊 典 型 李 代 数 的 根系 。 | | 

首先 看 一 般 线性 李 代 数 g1(n,C)。 这 是 复数 域 C 上 所 有 nx 

n HERES, ЕЖЕЛИ РК n° Ен м 25 |8], ҢІС 
Е n 维 向 量 空 间 的 一 切线 性 变换 。 共 基 可 选 为 
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Ез = 0 ++ 1 = 0 Я, (14,)-1,.е,п), (7,66) 
О +. Ü >s. 0 
即 第 :1 行 第 7 列 元 素 为 1 НЛО. ЧЕ X E 35 
为 阜 阵 乘法 的 对 易 关 系 时 ， 构 成 复 一 般 线 性 李 代 数 ， 
[Eij, Бы, | = бук Ё и -биЕку» (7,67) 
ВСЕ РЕ ы | 
x 1 0 0 … 0 
AE, = 4 ° 
0 0 0 == 1 
的 集合 {4Enxn|4ECJ 是 91(n,C) 的 可 交换 Ви Ж, Ж 911, СЖ 
ЖЮ ЕКШ, ЛЕ ЕКИ. | | 
”特殊 线性 李 代 数 sl(n + 1,C) 是 
51(п +1 ,C) = {АЄ91(п +1, Суіш A = 0}. 
Шин 91 (п +1,С) 60 ЖН) ЕН Ж. А 5і(п +1,C) Ж 
д1(п+1,С) ҒЖЖ, В: gian +1,С) 的 理想 ， 因 为 对 任 
Ж Х,ҮЄ9(п+1,С) 9 
ПпГА,Ү|-0, 
故 gl(n +1, ш 51(п+1, СН АГЗА ЖЛ ннз (ажа 
ЛЕС} Ву 
取 ОЖ Иа ПАН 


1 
Н, i= FLC- 1)Eii- En Е» = “-Е,, 1 | 


(1-2 , 3, n +1), (7.68) 

Ec -eo = Eijs 

Eo, eo) = Ён, 

НЕН НА ХАНЫЖЯН, (H iyEJk Н КЖ АЛ Ву К 
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1>], ! = 1,2, + ‚П +1, 


%, Mi бер ep ERT An НИЕ + Се; -e;) = 0 HF м E H JE 


t 


Е.. М sin +1,C) 5 An М №. И si +1,CD4E Ж A, BU 
定义 。 用 这 定义 来 构造 A, 代数 比 从 邓 金 图 构造 An 代 数 要 简便 
CET 

ІК ЖЖ o(m ,C) 是 i 
о(т,С) = (AC gl(m,C)31A: +A=0;, 


Я] ост ‚С ) Е gt(m,C) Ка, ШС EW EA = - A RJ m x 
m ДЕ ТІ, At ДАЮ НЕ. A: -4 称 为 正 交 
ЖЕ, o(m,C#R2J F 384 ж. o(m, .0) 的 ， m (mn 一 了) 个 基 可 以 取 
jis 1227,1,1- 1,2,-“, т, (7.69) 
EF желая. 
| Tij dki = Pitlik + бк = баа Özilin, (7.70) 
可 以 看 出 lij 是 其 它 轴 不 动 时 的 17 ІН 465), 所 以 lij д т HÉ Я 
ERDA. 
щт =2п +1, п 呈正 整数 时， 选 o(Cm ,CD) 的 基 为 

Ну=: 1,; 21-1, 

1 | 
Е. е.) =l ! (lika 24-1 F dok 24) 


2 


- Ск 27 + lak 271)}, 
| | 
Е ае = то ак за T Dk zi) 
| | | (7,71) 
+ Clag; ok 2j7_1)}, 


г hangt n+l 27— 1) 


_ (1<К, 1,k=1,2, n), 
БЕН ЖА ЖЫ, (H; Wk ЕҚЕ B, 的 嘉 当 子 代 数 ， 
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ИП Ёо леру Еее Я Б... 对 应 于 根 为 6) tek, 一 (6; + ек) 和 
te; Hir- RHA Ea, #ko(2n+1,C)5 B, МЫ. 
当 m = 2n ВУ, Won, ОНУ) 
Н 


j=! laj 21-і, 


1... _ 
Ее зер) = Cak- 2j_1 F lakoj) 
— (ski 2j Тк 2j_1)}， 
1 .. 
E ce jse > (Chka 21-1 F lok 23) (7,72) 


+ (к 2} + lak 23-12}, 


GK, 1,К=1,2, -**,П). 
直接 计算 表明 ， Н) 构成 单 可 代数 D, ПЧ, Eoia 


-ce j+ ep) 对 应 D, Ж Ce; + e,) M- (e;+e,) ËJ я 4-65 H Æ 


а. 所 以 0(2n,C) 与 Р, а, 
常用 oC(2n +1,C) 和 0o(2n,C) 来 定义 Ba H Dr, M 这 定义 构 
ië B, 和 Da， 上 比 由 邓 金 图 构造 В, 和 D, 简便 得 多 。 
六 代数 5р(2п,С) S 
sp(2n,C)= {AEgI2n,C) A'J +JA=0), 
Ж ЈК ВЕ, -RA 


Е 
Е 


sp《2n,C) 由 全 部 具有 如 


с а) безе, Ј =] 


的 矩阵 组 成 ， 其 中 d,e,f 都 是 nxn Е, А sp(2n,C) 的 基 为 
Е... 


Ü Ë 


п+7 "1, 


= Б, n +K + Exn +}, 
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| -一 А , 
| E, ce = Бук tEnik nijs 


E (енер лақ 十 已 mi к» 


Е қ ‚ — ё 


2 Е) 


= -Е,)%Е,,; пък (7.73) 
Ere, =y 2 Ej п+ј› 


E зе, = 2 En,j ; 


(7<Қ, Қ,1<1,2,%-,п), 
ЕЕ НН, {Hi E A E t gC МЕЛ T f Ж, т 
Е.Ы Esce; Е... ЖМ C, МЖ Ж (е; +e), + (еј 
– ek) +20. МЕҢ-НҢЖДЕ,, | 
常用 sp《2n,C) 来 定义 Cn。 用 此 定义 来 构造 Cs 代数 比 用 邓 
金 图 简便 得 多 . 


7.5 Е (СһеуаПеу) É 


ВЕКЖЕТЕНЕҢ-НҢ ЖАУ ДЖЕН, 
Ж. «Дд ЖАА ЖЖ JEZA. 0 

пож n К, G, AE ойу m ЖЕН, b 是 9 的 
ЧК, ЗА 3n ТЕЖ G: 
2 


han = аа ут ° Н), нер, 
e il 2 E (7.74) 
mn (а ањ) “m | 


(m=1,2,. ,7), 
其 中 am Ë п НИЯ. ОСЫ DC ЯШ 为 cm; 和 ai 
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(а, Om) = alani， = 1,2， п, (7.75) 
而 
| (аы, H)=anHi, і-1,2, п, (7.76) 
Hp 是 嘉 当 - 韦 耳 基 。 这 样 对 每 个 素 根 cm, 便 可 定义 一 个 嘉 当 子 代 
ӘЖЕ. 通过 直接 计算 对 易 关 系 ， 可 得 
| ГА. h. ,J=0, 
[hapta] = Е Amiero,, (7.77) 


ЕГЕ ба ‚- 一 Ô miha, , 


其 中 Ami Ea ЧН, BÆ 250—252 页 中 给 出 。 对 易 
关系 式 (7.77) 形 式 很 简单 ，e。 Mea, 是 对 应 素 IR an 的 天 或 降 


生成 元 。 这 3n 个 生成 元 并 不 充满 本 代数 8， 而 8 中 基 他 生成 元 

可 以 由 e, е. 生成 ， 即 还 有 | 

ба .а =[ ë, ба. ба 11, 

ЖАКы, m ) í (7.78) 

e да. а, = [ё 
| i 


m J 


可 以 看 出 ， 只 要 h, 和 6;。 为 已 知 ， 利 用 式 (7.78) 就 可 以 求 出 


| $° ,16. а j? e a]l. 


m 


Capa jap FN C- apaja” 


КУ) ЕҚ АЖЖ, 


An: 
һа; = Ejj- Ец іні» 
Ж = Ё; 7+1, Ілі1,2,,П, (7.79) 


2 


б-а, = уу, ja 


В,. 
| haj = Hj- Hj =(1,; 27—177 Гозо 23+1), 
ha, =H, = 21Í,, 27-1; 
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; üa 2j—1 + [,;.2 23) + (1,4,1 227 lajao 2j—1)} 
(7-1,2,"",П - 1), 


бла, 一 Е п 2n + lanai 25-1. 


(7,80) 


һа, -Н;-Н;, = Ejj- Ем ізі Ба.) n + J + E n+j4l п+7+19 


ha, - Н, = Enn- Вэл IN y 
ба; = E; j льна neje 
ёа, = E; j- Елі) таҙа” (751,2,,П-1), 


一 E nns 


n 
6-4, = тп. 

(7.81) 
Рк; 
h, =Н;-Нуа = ilaj аја - Го уе 271+1) ， 


h. =H,_ +H, =1(D,, 2т-з + [on 2n_1)， 
1... _ 
б.а, = у 93-1 T 139} F (1,41 27 7 1 +2 21_1)} 
(j = 1,2, ‚1 一 1), 


l.. 
б.а, = y Uen 2n—3 — [2n,.2n_2) 


+ Cloni 2n— 2 + Гол 2n_3)}。 


(7.82) 


7.6 ФЯ (Е 


首先 我 们 讨论 实 李 代数 的 复 扩 充 。 设 9 是 实数 域 上 李 代数 ， 
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Х,УЕв. ісу/-1, ШЖ X +i Y 构成 的 集合 9" ,92 的 元 素 
X +iY 与 X ++ У’ УД, ШЕ УХ = X: Y =Y” , j X + 
i = Хи +iY', ХРЕН, ЛЕВИ. 

C) НЕ. Ita, e R, Х,Үса, Ж 

(a +іВ)СХ мі УУ- (aX - ВУ) +i(BX +aY), 
(2) Л. xr X, X Y, ,Y'C0, A 
(KX +iY) +(X’ +’) = (X +X”) +i(Y +Y’). 
(3) Я. XX ,X',Y,Y'C€Cg,#f 
[X +1У,Х’ +iY'J=f[X,X:]-[Y ,Y/J) 
кіс X,Y \+ГҮ,Х” J, 
WK PE E ХЕ 0° 是 一 个 复数 域 ЕРЕЖЕ, 0° RAR + 代 ко 
的 复 扩 充 。 

如 果实 李 代 数 9 的 一 组 基 为 Х,,Х,, ,Xn JZ E Ab 6 的 

复 扩充 9" Н-286. ММЕН Х,У 69, Я 

Х-ФОЛХ; Ү=пХ;, 
ҒБжхХ-1Ү666, Ж 

Х +1 У = (87 +1127)Х,, 
这 是 以 复数 tin ЭЖЖ X; IJ РЕНА. HT X,,X,,+- , 
Xn fE ЖЖ ЕВЕ Ш, ik Xi, Ха 也 是 92 的 一 组 
基 。 于 是 得 到 9 5406 ltak AXA, Xn 有 相同 的 结构 常数 
Сі; тА Ci; 都 是 实数 。 所 以 实 李 代数 9 与 其 Ж 扩充 9° 结构 
її ЖЕ. 

在 9° 的 元 素 中 ， 把 形式 为 XX +io(X EE9) 的 元 素 看 成 与 9 的 
л X НН, НХ лд X tio, KEKE 代数 9 是 КЫ 
扩充 92 的 一 个 子 代 数 ， 称 9 是 复 李 代数 8° 的 一 个 实 形式 ， 

一 般 说 ， 设 9 是 复 李 代数 ， 如果 有 实 李 代数 9 与 9 lj EJ, 
则 称 9 5. 的 一 个 实 形 。 对 下 上 李 代 数 8, 在 同 构 意义 下 ， 可 
以 蕉 一 定义 8 的 复 扩 充 。 但 对 复 李 代数 9:， 并 不 一 定 总 存在 实 
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形 。 如 果 存 在 实 形 ， 也 可 能 有 两 个 或 更 多 的 实 形 。 如 20(3) 群 和 
SO(2 ,1) 群 的 李 代 数 0(3) 和 o(2,1)， 都 是 实 李 代 数 ， 它 们 的 复 
H E AÉ лє 0о(3,С). 因此 复 李 代数 оз,СОСОН З ЖБ 0(3) 和 
o(2,1), 

如 未 复 李 代数 9! 有 实 形 9， 那 么 总 可 以 选 9 和 9 的 一 组 共 

[Ж ж X Aa, Xn Жа, 与 9 有 相同 的 洁 构 常数 ， 当 然 结构 
当 数 是 实数 。 由 此 得 到 ， 复 李 代 数 91 县 有 实 形 的 充分 必要 条 件 
ж; ДЕ 91 中 可 以 选 一 组 基站 1, 六 ，,*… ,人 Xn， 使 得 Q, 关于 这 组 基 的 
结构 负数 部 是 实数 。 这 时 以 ,Xp An 为 基 的 实 李 代数 9 ,就 
ж 9, 的 一 个 实 形式 . 
”， 对 实 李 代数 8， 可 以 证 明 ， 如 果 9 可 解 ， 则 其 复 扩充 92 可 
А; 如 采 9 ФЕ, H| о’, ЖН 0° 可 以 分 解 为 单 李 代数 的 丰 
#1. 

我 们 已 经 知道 ， 复 单 李 代数 可 以 分 为 4 个 系列 的 典型 李 代数 

A,,B,,C, ,D, 
和 5 个 例外 李 代 数 
С,,Е,,Е,,Е,,Е,. 
由 于 实 单 李 代 数 的 复 扩充 是 单 的 ， 故 全 部 复 单 李 人 代数 的 所 有 实 
形 ， 束 给 出 了 全 部 实 单 李 代 数 。 求 复 单 李 代 数 的 所 有 实 形 问 题 ， 
我 们 不 在 此 讨论 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 L11]. | 

在 节 6.3 中 我 们 和 从 讨论 过 李 群 的 某 致 性 ， 现 在 来 讨论 实 李 代 
数 的 某 致 性 。 一 个 实 李 代数 称 为 紧 致 的 ， 当 上 且 仅 当 它 是 一 个 基 臻 
БАЈ Ж. Яп, KHER <ОООМЕКЖОООЖ 紧 的 ， 
而 非 紧 致 李 群 350(2,1) 的 李 代 数 o(C2 ,1 是非 紧 致 的 。 对 Ф 
本 代数 的 紧 致 性 ， 还 有 下 面 两 个 重要 的 定理 ; 

定理 7.10 ЖК оит, ЧН МЕНЕЕ 
MEH. 

E7. ТОРТ -ТЕНЕ КЕ МЕЯЯН, 以 
后 我 们 会 帝 用 到 它 . 我 们 还 可 应 用 它 来 判断 一 个 单 李 群 是 否 紧 致 ， 
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ТЕМА РЕЗ ЖН) КИШ АЕТ ЛЕМ, ПЖ, БИ Зе. 
定理 7.11 ЖЕЗЕКЖа МЕНІ REK ЕРІНІ E: 
这 说 明 在 同 构 的 意义 上 ， 复 人 千 单 李 代 数 的 茶 致 实 形 是 唯一 

的 。 而 且 由 于 复 盾 单 李 代数 的 结构 第 数 总 可 以 选 为 实数 ， 故 其 党 

СЗ J АЛЕ, HE. | 
例如 А, 的 紧 致 实 形 是 sul +1),B 的 紧 致 实 形 是 o(2m +1, 

К), С, ВЕЗЕ JE Е spn), Dr 的 紧 致 实 形 是 Qn, К). 
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第 八 人 革 、 李 代数 的 表示 


为 了 求 李 群 的 表示 ， 本 章 首先 介绍 李 群 表示 和 李 代 数 表 示 之 
间 的 关系 ， 然 后 介绍 守 单 李 代 数 表示 的 基本 性 质 ， 最 后 着 重 介绍 
用 张 量 基 方 法 求 不 可 约 表 示 。 我 们 希望 通过 一 些 简单 的 实例 ， 使 
读者 学 到 求 表示 的 基本 方法 ， 以 便 在 实际 运用 中 ， 可 以 得 到 举 一 
反 三 的 效果 ， 


8.1 李 群 与 李 代 数 的 表示 


李 群 是 无 限 维 连 续 群 的 一 种 。 第 二 章 关 于 群 表 示 的 定义 到 然 
也 适用 于 李 群 ， 此 处 不 再 复述 。 对 于 李 代 数 的 表示 ， 我 们 有 以 下 
定义 。 
定义 8.1 设 9 是 一 个 李 代 数 ，Y 是 复数 域 C 上 7 维 向 量 空 
А], Яіп, СӘДУ ЕЕЕ КО. 如果 存在 一 个 从 9 到 
9i(n,C) 中 的 一 个 同 态 ， 对 任意 XE9， 有 
A : х>А(х)Е9Кп,С», 
那么 就 称 A4 是 李 代数 9 的 一 个 表示 。 其 中 同 态 映射 人 保持 李 代数 
9 的 运算 不 变 ， 
А(ах+ буу) =аА(х) +РА(у), 
ALX =ГА(х), АС) ] (8.1) 
НЕФ х,у68, a,be C), 
V 称 为 9 的 表示 4 的 表示 空间 ，? 是 表示 4 ДЈ. 

与 群 表示 相似 ， 我 们 也 可 以 定义 李 代 数 9 HERR., И 
表示 、 不 可 约 表示 、 可 约 表 示 和 和 宪 公 可 约 表 示 等 等 。 
设 李 群 G 的 李 代 数 是 9 ,由 定理 6,17 知 道 9 唯一 地 决定 一 个 单 
连通 李 群 SG。 因此 9 的 表示 与 3G 的 表示 有 一 一 对 应 关系 ， 这 
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样 可 以 得 到 定理 8 1. 

定理 8.1 设 G 是 一 个 李 群 ，9 是 G 的 事 代数 ， 则 9 的 表示 
与 G 的 通用 覆盖 群 的 表示 是 一 一 对 应 的 ， 

定理 8.1 是 李 E. 三 定理 的 逆 定 理 的 直接 结果 。 从 这 定理 出 
发 ， 如 果 已 知 李 代数 o 的 表示 ， 就 可 以 得 到 G 的 通用 覆盖 群 SG 
的 表示 。 当 G 是 刻度 连通 李 群 时 ，G 的 不 可 约 表 示 一 定 是 SG 的 
不 可 约 表示 。 反 之 ，SG 的 不 可 约 表示 ， 并 不 一 定 是 CG ЖЫ #) 
表示 ， 如 果 不 是 G 的 不 可 约 表示 时 ， 总 可 以 是 G 的 mn 值 不 可 约 表 
示 。 因 此 当 SG 的 表示 已 知 时 ， 可 以 求 出 连通 李 群 G 的 表示 。 如 
从 节 4.4 的 讨论 中 可 以 看 出 李 代 数 sus(2)==o(3) 的 通用 覆盖 群 是 
SU(2)， 从 su(2) 的 表示 可 以 经 指数 映射 而 得 到 SU(2) 群 的 表 
示 。 因 为 SO(3) 群 是 2 度 连 通 的 ， 所 以 SU(2) 群 的 所 有 不 可 #J 
表示 包括 SO(3) 群 的 所 有 不 可 约 表示 ， 但 也 包括 S0C3) 群 的 所 有 
双 值 表 示 。SO(3) 群 的 所 有 不 可 约 表示 ， 可 以 通过 SUC2) 的 所 有 
不 可 约 表 示 得 到 ， 也 就 是 说 SO(3) 群 的 所 有 不 可 约 表 示 ， 可 以 
通过 它 的 李 代数 su(2) 的 不 可 约 表示 得 到 。 当 G 是 非 连 通 李 群 
时 ， 共 李 代 数 q 的 表示 大 不 能 决定 G 的 表示 ， 只 能 决定 @ 含 有 单 
位 元 的 连通 分 支 的 表示 ， 此 时 情况 要 复杂 一 些 。 

在 第 二 章 我 们 讨论 了 有 限 群 的 表示 性 质 ， 知 道 对 有 限 群 ， 我 
们 只 需要 讨论 有 限 维 不 可 约 酉 表示 就 可 以 了 。 但 对 李 群 的 表示 情 
况 要 复杂 得 多 。 李 群 的 表示 可 以 是 有 限 维 的 ,也 可 以 是 无 限 维 的 ， 
可 以 是 分 立 的 ， 也 可 以 是 连续 的 ; 可 以 是 西 表 示 ， 也 可 以 不 是 西 
表示 ; 可 以 是 可 分 的 ， 即 不 可 约 或 完全 可 约 的 ， 也 可 以 是 不 可 分 
的 ， 即 可 约 不 完 储 可 约 的 。 下 面 我 们 引述 有 关 李 群 表示 的 三 个 定 
=, | 

定理 8.2 ”可 解 李 群 的 每 一 个 有 限 维 不 可 约 表示 是 一 维 的 ， 

如 第 去 章 例 15 的 一 维 圆 环 群 S:， 只 有 一 维 表示 ， 对 任意 S: 
的 元 素 eis， 它 本 身 ei? 就 是 5! 的 一 个 一 维 不 可 约 表示 。S! 我们 
# hr # СС) В. | | 
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定理 8,3 连通 单纯 紧 致 李 群 的 不 可 约 西 表示 都 是 有 限 维 
№). 

如 SOC3)> 和 SU(2) 的 所 有 不 可 约 西 表示 都 站 有 限 维 的 ， 

定理 8 .4 连通 单纯 非 紧 致 李 群 的 不 可 约 酉 表示 , 除 恒 等 表 示 
外 ， 才 十 无 限 维 的 。 

从 下 面 节 8.5 的 讨论 中 ， 我 们 将 看 到 50(2,1)А 有 无 限 维 的 
я] 2) Е Зе. 

АЕ ЗОНЕ, ЖШ Е ЕН Н КАВ ЖН 
限 维 的 ， 而 且 都 是 可 分 的 。 而 连通 单纯 紧 致 李 群 的 无 限 维 表示 不 
是 西天 示 ， 所 以 有 可 约 不 完全 可 约 表 示 ， 

从 定理 8.4 可 以 看 出 ， 连 通 单 纯 非 亲 致 李 群 的 不 可 约 丁 表示 ， 
除了 一 维 恒 等 表示 之 外 ， 都 是 无 限 维 的 。 它 的 有 限 维 表示 ， 除 了 
— іна, Зе. 

88.2, 8.3218 ЗАҢ ЖЕЗ А RHE. НВ. 16 
НН Ж Жл ШЕ ПШ ЕНІ ХА. ЯН РНК XN EB) 
示 ， 可 以 得 到 连通 李 群 的 表示 ， 


8.2 半 单 李 代 数 的 表示 


从 定理 7 .4 知道 ， 对 持 单 李 代 数 移 研 究 有 重要 意义 ， 在 此 我 
(HIRERE A a 的 表示 ч, iZ Hi, E. Чо ч-н 
Ж, m | 

д={а'Н;+2а“ЁЕ.}, 
9 的 表示 A 为 
А = {аА(Н,) +аА(Е,)}, 
НЕ Иа. 

H TA EP А q ет, МАНИ ACH y АСЕ.) М 

яж, 5Н,,Е 满足 的 对 易 关 系 式 (7.42? 相 同 。 即 
273 


ГАЯНУ,АӨН)1-0, 
ГАН), АЕ.) = aACE,), 
ГА(Е,),А(Е_„)]=а'А(Н,), 
ГАСЕ,),А«Е,)1- М,,АСЕ,,;), ож - Ё, 
其 中 N, 由 式 (7.41) 决 定 。 为 了 书写 方便 ， 下 面 我 们 交接 用 代 ;， 
Е. 表示 АКН), ACE.) «НН, ,Eo 已 经 是 作用 在 Va 上 К 
т. 
ЗЕ H ,G = 1 ,2 ,1) 是 相互 对 易 的 ， 于 是 在 表 玉 空间 
V rh nf ple р 18 ER] ЛАРА Ғалы ШЕРТЕР ЛЕК 
НО = AilU ,>, (8.3) 
Ж Л, Ло, An 构成 了 一 个 ni 维 空间 A, PRE A BJ BA 25 77 
E, ЛУЖИ җи, ЖУК. НР Ор ж Ж 
ЖЕН Ул 的 一 个 矢量 ， 所 以 A 也 称 为 表示 空间 YA 的 一 个 权 。 
ЕЖЕ A 的 至 体 Л, АШ ИЖ, п җы = 加 PF 为 
权 空 间 。 也 可 将 式 (8.3) 写 成 向 量 形式 ， 分 
Н--(Н, H, Ж Ha), 


(8.2) 


则 
НИ > = AJU >， (8.37) 


Ш> A BJ kE, СВ, 2) 9 (8.3) 可 以 得 到 
E,|U P R Ata ПЕК, a FREER A 9 — ТЖ, 
它 也 是 п. 事实 上 ， | 

Н,Е,|9,>- (ЕН, -(Н,,Е УЫ 


= {Л;+а;)Ё,|0О.>, (8.4) 
或 将 它 写 成 向 量 形 式 
HE,U >= (Ағ 03Е,10,2. (8.4) 


由 于 H: 和 五; 间 相 互 对 易 ， 故 HilU4?》 仍 是 权 为 4 的 本 征 舌 . 
定理 8.5 ”全 单 李 代数 的 任何 表示 宏 间 V4 至少 有 一 个 权 ，. 
证 明 Ж ЕН, 至 少 有 一 个 本 征 值 4,， 设 Vi 是 由 本 征 值 为 

Л, 的 本 征 矢 展开 的 V4 的 子 实 间 。 如 1U04,>EV1， 由 于 | 
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НН >= H,H,|U >-Ад(Н, 0, >, 
故 
H,V EV. 
因此 H, tE WJ АТЫ У, h, ЖРН-ТАЯЕ R, ix +H м 
的 本 征 值 是 4,。。 这 样 继续 下 去 ， 每 一 个 匡 ; 在 它 的 不 变 子 实 司 中 
至 少 有 一 个 本 征 矢 ， 设 相应 的 本 征 值 是 4;。 НТ: 
ІНУ4, EZT H o Ha e, Ha ЕЖЕ, НМ НУ Ж 
A = (A1,A2, ,An), 

ERNE. 

定理 8.6 FREIRA А, REIU > 的 权 AAt., м 
果 |U> 可 以 表 为 10*> 的 线性 组 合 ， 而 所 有 At 都 不 等 于 4， 那么 
оды. 

ШЕҢ 由 假设 知 


> = > СИ", (8.5) 
引入 算 符 


ife CH ,- А5, 


k 


р’ 是 任意 复数 。 用 这 算 符 作 用 于 式 (8.5) 两 边 ， 得 


[[ pHi- 40 = Пе": -А0|>=0, 
k k 


由 于 Аі, ША’ 任意 ， 故 有 
| |/>-0, 
定理 证 些 。 

从 定理 8.6 可 以 看 出 ， 有 具有 不 同 权 的 本 征 矢 是 线性 独立 的 . 
因此 ， 在 ! 维 表示 空间 中 ， 最 多 有 个 权 。 若 有 一 个 权 ， 对 应 它 
的 线性 独立 的 本 征 矢 有 2 个 ， 则 称 这 个 权 是 v 重 的 。 如 一 个 权 ， 
“对 应 它 的 线性 独立 的 本 征 矢 只 有 一 个 ， 则 称 这 个 权 是 单 权 、 
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定理 8.7” 设 4 是 半 单 李 代 数 o 的 一 个 不 可 约 表示 ， 表 示 ZE 
加 为 YA， 则 YY 可 以 分 解 为 


Уд = > BV 4 (8.6) 


464, 
其 中 Y4 由 权 为 4 的 矢量 所 展开 ， 是 具有 权 4 ВУ 的 子 空间 ， 
МЕҢ ”由 定理 8,5 知 Va 最少 包 含 一 个 权 A ， 对 任意 i0 > 
е V4 ， 则 由 式 (8.4) 知 
sau >] SYE Ч Л’ 十 44 
= 0, 当 A taAa 
同样 当 
Л’ +а+В+--- +yC€CA,,E,E g E,]|U > 
AO Л’ +a+8B+- +y ИЖЕ. ШЖ 
Л+оа+ В+... +уЕд,, 
则 
Е.Е, -Е,| И r> = 0, 
可 见 由 具有 不 同 权 的 子 空间 VY4 的 下 和 
>, ФУ; 
А<4, 


是 9 的 一 个 不 变 子 空间 . 但 Y4 是 9 的 不 可 约 表 示 ， 故 必 有 


Уд 一 > Ул. 


464, 

定理 证 毕 。 = 

与 定理 7.6 的 证 明 类 似 ， 利 用 式 (8.4)， 可 以 证 明 下 面 的 定 
я. | 

定理 8.8 设 A 是 定单 李 代 数 9 的 一 个 表示 ， A 是 A 的 一 个 
I, ажо йу АЕ: MA 

(1) 27 +0) / (аа) ЖЖ, Л 2а(Л а) / (аға) 是 4 的 一 
个 权 ; 
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(2) ЛЯ A- 2a( Asa)/Casa) ft A rh R AHR H ЕЖ; 
(3) ШЖ 4 是 单 权 ， 则 存在 一 个 4 的 2 W 5k 
А-ға,А-(г-104,%,4-(4-1004,Л-40, 
使 得 4-(r+l) 和 A+(+1)a 不 是 权 ， 而 且 . 
2(Л+.а) 
(а-а) 
对 于 中 单 李 代数 的 表示 4 中 的 权 ， 我 们 可 以 在 权 空 间 选 一 个 
坐标 系 之 后 ， 来 比较 不 同 权 的 高 低 。 一 个 权 称 为 是 正 的 ， 如 采 它 
HATERS ЕЕ. ЛЕТ, АЖ 
EE. ERARE, ШН-ТМЫЕЗ АВЕ, Ме Хе 
Ж. 
例如 在 23) 的 8 维 表 示 中 ， 有 权 (1,1/22,(1,-1/22,С60, 
1),(0,-1),(0,0),(-—1,1/2>,С-1, -17[2)。 基 中 (人 11/2) 4, 
— 1/2),(0,1),(0,0) Е НУ, (1,1/2) 呈 最 高 权 。 除 (0,0)7 渤 2 重 权 
Ik REMEN. 
RIED ЖЕН ИХ A' RER, Уло Hl ERT, W 
权 A' 按 高 低 排 列 成 


-”-4, (8,7) 


А Л АЕ, (8,8) 
МУЗ ТО, >, [55>, 3, бр Va В НЕ. 

88. ЕВЕ) КРАЕ g 的 类 示 4A 是 不 可 约 
АЈ, ВАХ ЕН. ЗГТ” A, 和 A, 是 
И MA лавина. 

最 高 权 定 理 对 求 补 单 李 代数 的 不 可 约 表 示 很 重要 ， 和 常常 作为 
求 不 可 约 表 示 的 根据 ， 

邓 金 利用 最 高 权 定理 ， 证 明了 最 高 权 在 含 瓦 累 基 下 有 以 下 重 
要 性 质 。 

定理 8.10 A ЖЕЙ Б Ж 9 的 不 可 约 表示 4 的 最 高 权 的 
充 要 条 件 是 | 
| Ла, =2(Л+а;)/(а;,+а;) = А; (8.9) 
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为 六 人 负 整 数 ， 其 中 a C H жо НУЖА. ІС 空间 Va 中 
对 应 最 高 权 Л RER, ПІН | 
[ =0, = K> Ai; | 
Ce) 12] (8.10) 
| E0, КА, 
ЖЕҢ S Ak AE T 122 8 
ha (E> = 2 125, (8.11) 


根据 定理 8.9， 知 道 最 高 权 与 不 等 价 不 可 约 表示 间 有 一 一 对 
应 的 关系 ， 我 们 常用 最 高 权 来 标记 不 可 约 表 示 。 下 节 将 具体 讨论 
不 可 约 表示 的 标记 问题 。 

РЕЖ, БИ ИЕ ТТИ, АГ) 
引述 如 下 。 | 

定理 8.11 站 单 李 代 数 的 任 -一 个 有 限 维 表示 是 完全 可 约 的 ， 

这 定理 说 明 ， 持 单 李 代数 的 向 限 维 表示 或 者 是 不 可 约 的 ， 或 
者 是 完全 可 约 和 的 ， 不 存在 可 约 不 完全 可 约 的 有 限 维 表示 ， 


8.3 单 李 代数 不 可 约 表 示 的 标记 


通过 定理 8 .9 和 8.10， 知 道 可 以 用 最 商 权 ¿ ¿Ca ec H) Ж кп 
牛 单 李 代 数 的 不 可 约 表 示 。 通 常 把 4; ЕЕ ХВ Ж АНН и Ж АК a, 
之 上 。 所 有 4; 都 是 雪 的 表示 对 应 g 的 Нк. 

Я1 单 李 代数 A, 的 不 可 约 表 示 可 以 在 图 8,1 < 标 出 。 设 这 


А Дә 10 їр 
2| 0; ty у 
图 8.1 图 8.2 
Зея НУ Зе та ДХ. 2 


Л — a, 2, + аа, AR а, 和 Co 是 二 维和 疝 量 ， 
则 出 式 C8.9) 和 表 7 .1 可 得 
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a 2(Л.а,) | А | 
M= аа). =A=24,- а,, 


202 2СА»а,) 
2 ` (a,sa,) 


H= -а+2а, 。 


_ 24 + А a, 44124 а 


А 
3 3 2° 


当 A, 的 不 可 约 表 示 (4 н) = (0 1) 时 ,最 高 权 A= (а, + 2a,)/3. 
而 А, 的 不 可 约 表示 (4 и) = (1 0) 时 ， 最 高 权 A = (2a, + 9,)/3. 

@J2 AERE G, 的 不 可 约 表示 可 以 在 图 8.2 上 标 出 。 这 不 
可 约 表示 的 最 高 权 为 | | 

A = (2%, +42)0 + (ЗА, + 24, ла». 

下 面 我 们 过 诊 经 典 李 代数 不 可 约 表 示 的 标记 问题 ， 莽 给 出 党 
Яук 6 lB] BJ АА. 

Аа: | | 

从 7.4 节 的 讨论 中 ， 知 А, 与 51Сп + ИН. 545.5% 似 ， 
可 以 证 明 $ЁСп + 1715 № я] 2) КН ѕиб(п+1) — 8, ШЫН 7 Ж 
Г», 来 标记 ， | 

Га = т,“ тууу], ‚ (8.12) 


(а) 


其 中 тт, та. 20,т, ть, ‚т, 是 整数 .图 8.3 的 (a) 
中 给 出 -si 对 应 的 杨 图 ， 图 8.3 的 (b)? 给 出 А, 的 不 可 约 表 示 最 
ЖЛЕ И ЖЯ Е РАЯ. | Е Е 

T, =[m, m, ++ тууу], #ER.[ 2, А e. Жл] 表示 А, 的 
同一 个 不 可 约 表 示 时 ， 它 们 间 满 足 关系 式 ， 

Ее А = т, – т, 
Аз = тә — тз, (8,13) 
An = Та — Та, 1. | 
Б, О, | 
设 在 嘉 当 - 韦 耳 基 Hi(i=1,… лук, B, 的 不 可 约 表示 最 高 
RA A=, A: e A,) ,而 合 瓦 累 基 最 高 权 的 各 个 分 BE ЖА, 
Ar, Mn 在 图 8 .4 中 表 出 ， 


图 вд 


当 A.A... An 与 A 对 应 同一 不 可 约 表示 时 ， 由 式 (7.71) 和 
《7.80) 可 得 ， E 
Л, = (24, + 2А, + «6. +2431 + An)/2, 
А» = (24, + 2À; + 66. + 2431 + А) /2, 


sas езе оо (8.14) 
| Ла = (2А + Ân)/2, 
| An = hn/2。 | ' 
WEAS. 14) КЕ (А, А, ++ Л) СЛ, Л, … Л.) 562 
等 价 的 。 
由 定理 8.10 知 4; 是 非 负 整数 ， 故 从 式 (8.14) 可 得 
ЛА" A,>0, . (8.15) 


# B 4 4, EAEN, AA Зан, RAS AO РИ ` 
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时 ， 所 有 A; 全 为 中 整数 。4; 全 为 中 整数 的 表示 ， 称 为 B* 的 旋 
EET. x 
кет | 

ПЕНН, =1,.. ny F, C, 不 可 约 表 示 的 最 高 
权 为 4= (A, A, = An). ШЕЛ ДЖА CA À, … А), 
在 图 8.5 中 标 出 。 


| А; Аз Ån- А n-i Ав 
. а, с а, Gn-? 45-1 а, 
图 8.5 


当 (A А» ++ ЛЫ) СА, 4, ++ An) 对 应 Cn 的 同一 个 不 可 
约 表示 时 ， 由 式 (7.73) 和 (7 .81)7 可 得 ， 
ÁA =А +4, + ++ РА, 
Л. = Â, + А + o + Ay, 


°... ез» өз» Е (8.16) 
Ån- =Аа-1+ Ая, 
А» = Аз. 
由 于 A.A... ,hs EENES, МН 
A,>A,2>2A,20, (8.17) 
ЛД, 4," An 都 是 整数 。 两 种 标记 (A，A。.… A,)#l Q, À, =. 
А) 等 价 。 | | 
Dn: | | 


设 在 嘉 当 - 韦 耳 基 下 ，D， 的 最 高 权 为 4= (A, Л, … Aa. 
Жах ЖЖ, ову СА. As >" 4n) ,由 图 8.6 给 出 ， 
当 (A, A, 4... An) FN ( À, А, 2... hn) 对 А D, 的 同一 个 不 可 
约 表 示 时 ， 由 式 (7.727 和 (7.82) 可 以 求 出 ， 
Яұш(24,-24,%-524,-; + Аар + An)/2, 
Л. = ОА, + eee + 20+ Ân + A,)/2, 
ss oss osa өөө өз» osa өзе sau есе өзе ано а .. (8.18) 


А,- в = 《An 1:54,2/2, 
A, = ( — Ад -1 t 4022, 


图 8.6 
由 于 机 ,4,,… ,hn 都 是 非 负 整数 ， 可 得 | 
| | ASAD > A, 122] 1,1220, (8.19) 
其 中 4 ЛЬ, e, А, ЗЕ АЈ, т Л, ЕЯ fg. МА, +A, 是 
| 偶数 时 ， A,A, >... ‚Ла 全 为 整数 ; 当 An_i + À, 是 奇数 ВУ, Л 
Л», MAn BARER, Л.Л, л. ата, KA 
D. BRERA. 

КІН НЕТ М ӘЖЕ. ТЕ 
7.145 Ж{Т@ S| A E ñ 1% Ж КЗК ЕНЕ ЕЕ ЖЖ 
ЗУ, МҚ(7.130ЯК7.14), FEEF H iB sr hR E ЛЕЙЛИ 
Ж, РЕЖ. ЕН, ШЯШ-1ЖЖ*ЖЛ 
算 符 来 标志 不 可 约 表 示 的 。 | 

JR125 H “P ВЗЕКЖ ИНЕ ЖЕУ НЫ ЕЖ 公式， 设 
ХЕ PRERE 9 的 正 根 集合 ，6 ПЕН ЯІ Z Ф, 4 是 最 高 
权 ， x | 


М 
= 9 > G, 


a 8 pt 


HHAH g 的 不 可 约 表 示 的 维 数 为 
д+8)-а š 
i- JI 22. (8.20) 


ає >t 


由 式 (7.56) 可 以 算出 经 典 李 代数 有 
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248-4) 
(ыса 
可 以 证 明 ， 式 (8.2127 对 其 它 单 李 代 数 也 成 立 。 
下 面 给 出 经 典 李 代数 的 维 数 公式 . 

Ав: 


1, ЕП, (3.21) 


| À; + А + +». + б] 
4, -П(1» ғұ " (8,22) 


(7-0,1 2уч,П-1, 1-1,2, ;1 — 1). 
А, 的 维 数 公 式 也 可 以 写成 


| i А ... +А; , 
(Е 1+1-1 ) (8.22 ) 
()=1,2, “.“, n, 1-1,2, … ;7 ) 。 


例 5 А, 的 不 可 约 表示 (4 4,)， 根 据 式 (8 .22) 可 以 求 出 其 
维 数 为 : 


/ АА 
da, = (1 +À,)(1 +4) ( 155a), (8.23) 


А; 的 不 可 约 表示 (4 À, Аз А. As) 的 维 数 ， 根据 式 (8.22) 
和 (8 .22“  ) 可 以 求 出 为 ; 
Чл, = (1 +Å DCI +À,)(1 +243) (1 + A,) (1 + А5) 


À, +А, Ào + А À, + À, Í À, + À; 
«(1+5 2 “(> 2 Іш 207% 


a = s s 


. X 


À, + Á, + À, + À, À, + Às + À, + À, 
(1+ 4 )\1 + 4 


( А + hs +A +A, А) 


х(1-- Е (8 24) 
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А; = (1 +O +Å) (1+ fat ha 2—2) | 


А, y, ñ À, t) 


эле (| | мкл кл, „^ — 


x (1 + 人 1 十 


ыгы ‚ү — ы гу 


«а +д(1 + 3 


| ААА 
x (1 ыы ажар Зу | (8 2479 


显然 ， 式 (8.24) 与 (8.24' ?是 一 样 的 。 
В, 的 维 数 公式 $: | 


Ai Airi БОА +. +2А4_, + Ая 
ds, sda, “T(t 2п+1-1—] ) 


(7-1,2,-" n-i, 1-1,2,%,7). (8.25) 
例 4 В; 的 不 可 约 表示 (4 À, À, À, ЛД. 


ds, = А, (1 е ‚^з +25 +4» +2 Ha | 


À, + À, t 2⁄4 кла кы күү + + М 85) 


ху] 6 


2А; ERA, + hs À, +2А + 2À, + À, 
Шалы аа 


х + 
l 7 7 


Fa 
( À, + À, +24, +24, + БЕ Hantit 
< [ 


А, A, 524, +25+ +24. + 2А, кр ыыы a ==) 


+ — p 
l 8 9 


(8.26) 
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С, 的 维 数 公式 为 ， 


o Ait Ara == + Ау + А, 
д, 


()=2,3,©,,п, 1=1,2,-- J — 1), (8.27) 
例 5 С. ТАЈ ЯСА, № Ag А, As) 的 维 数 为 
ас =d,, x CQ G ts) 
5 3 4 
«(1.2 + À, қа, + 2А; алал) ыы, ем) 
6 


Аз Lz +24; — (| + ыы 
6 


x [1+ 


«(1.222152 + Á, + À, + 2А, +24, “(а-а 122 21: 


7 7 
б СТ + À, +24: +25, + 24. J +]: балалы 
8. 9 
(8.28) 
D, 的 维 数 公 式 为 
| 2А, o 101: : PETERET tha) 
я токда. FA, n — K 


i + Ант T +2À; +. + 244, + À, 154; 

xTI(+ = an i =) 
(К=1,2,++,п—-2,)=2,3,++,п-2,4=1,2,5,)—-1). 

| | | (8,28) 


916 D, 的 不 可 约 表示 (和 4， 2,2, A А ЕК 


2d д, À, + À, À, + À, + À; 
мл, +A «(1% 2 (ы 3 ) 
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x (1 L À, + À, Е А Л» tisti + À, ) 


x (1 „кз ка + + эзүү, „+ = му 
6 227 
(8 29) 


8.4 直 积 表示 


与 群 表 示 的 让 积 一 样 ， 可 定义 李 代 数 9 БН? Ж. 

定义 8.2 设 A={-…ACx).…},B={…B(x),…} 是 李 代数 9 的 
两 个 表示 ，x E89， 则 

С-(“ССх) = AC(XYOB (х) =} 

也 是 9 的 一 个 表示 ， 称 为 4 和 8B 的 咨 积 表示 ,， 记 为 G=4®@B. 

以 符号 “~” 表 示 等 价 ， 直 积 表 示 AOB 有 以 下 性质， 

G) 如 ，A~A',B~B'， 则 A®B~A'@B’， 

(2) AQB ~ B@A; (8.30) 

(3) (A@B)@C ~ АО9СВ696); 

(4) САФВ)5С--СА69С600С<В8096), 

ЖАВ ЖКЖ о 的 不 可 约 表 示 ， 一 般 讲 AOB 是 9 的 
и]. ADB 等 价 于 g 的 -- 些 不 可 约 表 示 的 直 和 ， 即 

| АСВ ~ > ФталвсС, (8,310 

其 中 masc 是 与 4 ,B,C 有 关 的 非 负 整 数 ， 它 代表 AGB 中 包含 
不 可 约 表示 C 的 式 数 ， 称 为 表示 C 在 AGB зір R S E. R H 
masc 是 不 可 约 表示 4 和 了 总 诬 乘 的 分 解 问题 ， 这 在 实际 运用 中 是 
相当 重要 的 ， 

ЖАЯВЕФЕЖЯЖ 9 的 两 个 不 可 约 表 示 ， 其 相应 的 表示 
жн» Va 和 Vs。 由 定理 8.6 知 V4 和 Vs 可 以 分 解 为 具有 一 定 
权 的 子 空 间 的 直 和 ， 即 | 

Уд = >) 8V4, Ув = > ОУ, 


ACCA. Mc Ag 
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Aa ЗП Ав ЭЕТ T RR A ЯВ ИЖ. ІНЕ ғ AGB Ж 
不 空间 为 
У дәв = УдбОУв = > Э У) СУ У. (8.32) 
| 464, Ме4, 
由 

(AG@B)5 (H; )(V4G@ V 5) 

-(А(НОУ4УФУУ «УАФОВБАНОУЯ) 

S а(ДұҰМЫОУЯФУУ, | (8.33) 
知道 子 空 间 Y4coy 对 应 的 权 是 4+M.。 因此 表示 4QB 的 权 
是 表示 4 和 8 的 权 Л Яп М 的 算术 和 , ДЇ Да 和 4s 中 任意 两 个 
E À ЯП M 的 和 是 44gs 中 的 一 个 权 。 

利用 式 (8.33)， 就 可 以 求 出 直 积 表示 АСВ 的 к Ж Адев. 
从 而 解决 不 可 约 表示 直 乘 分 解 问题 

例 7 ЖА, 的 不 可 约 表示 (0 DMO 1) 的 直 乘 分 解 。 

А, 的 不 可 约 表示 (Vv 1) 的 最 高 权 在 例 1 中 已 经 得 到 ,是 A= 
(a, + 2aa)/3。 由 定理 8.8， 可 以 算出 (0 1) 的 权 系 4 由 3 个 单 权 
组 成 ， 即 | 


А = 


а, +20, а-а, -20,-а, 
| 


直 积 表示 (0 DIO 1) 的 权 系 ， 按 式 (8.33) 应 该 为 


3 3 o? з? 3 ” 3 ? 


— да, — 2а | 
3 5 3 3 | 3 ? P "|. (8.34) 


应 用 例 1 结果 ， 知 道 (201 + 40,)/3 是 不 可 约 表示 (0 2) 的 最 高 权 ， 
册 利 用 定理 8.8 可 以 算出 (0 2) 的 权 系 为 


| 20, +40 Za, +G, 2а, – 28, 


З ‚ з? 3 
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—a +а, -а-2а -д0,- 20, Б 
3 ” 3 , 3 |. (8,35). 


JAG 125900 ОУ ЕС 34) Ж (0 2)BU Жо (8.35), Я 


. . Р 9 7 


3 3 (8.36) 


式 (8.36) 正 是 不 可 约 表 示 (1 0)? 的 权 系 ， 这 也 可 以 利用 例 1 结 果 和 
定理 8.8 算 出。 因此 有 | | | 
(0 1259(0 1) = (0 DPA 0). (8.37) 
НА Е УЖ 25 n] #J Ky: BJ 8 ЖЕ 2) RERAMA, ХАЖ 
ЭЕ SC K ft Е, НЯ ЛАН. НР ЖАИ, Ч 
以 有 另外 的 方法 ， 如 关于 su(n) 群 直 乘 分 解 ， 可 以 用 节 5.5 BJ J; 
下 面 几 节 介 绍 一 种 求 李 代数 表示 的 有 效 方 法 一 一 张 量 基 方 
法 。 应 用 张 量 基 方 法 ， 不 仅 可 以 直接 求 出 李 代 数 的 不 可 约 表 示 ， 
即 给 出 李 代 数 基 的 矩阵 表达 式 ， 而 且 可 用 来 求 李 代数 不 可 约 表 示 
站 乘 分 解 及 约 化 系数 。 下 面 我 们 依次 讨论 0o《(3) 和 o(《2,1) 的 不 可 
约 表 示 ，su(3) 的 不 可 约 表示 和 直 乘 分 解 以 及 0(4) 的 不 可 约 表 示 
=. | 


8.5 0(3) 和 0(2,1) 的 不 可 约 表 示 


复 单 李 代数 A БЕЛІ, ЕН =e -e ЖШ 
`" 5 Jf AH, E. НС Ио А, 满足 的 代数 为 
ГН,Н1-0, | 
[H,E.,]= +E 
 [E,,E_,1= H, 


+ @ 5 


ЖА 


= Ј.=Н, Ja= ву іу) = ЖЕ... (7.60) 


可 得 
| | [Jo +1 |= Jai, 
Jais 1—1] = — Ло; 
或 写 为 
Uae Jy]= iJ, 
Jy, Jl =1Ль, 
Jz, Jel =1 Лу. 


(8.38) 


(8,387) 


这 正 是 o(3,C) 满 足 的 对 易 关 系 。 不 过 因 А, ж ЕК, J.,Ju, 


J: 是 复 角 动 量 ，4, 与 o(3,C ) 同 构 。 


o(3) Ян о(2,1) 是 o(3， yi B: Á 7 H 0 R. 取 式 


(8.387) Jz, Ju J: WAZ, BERA 063). 


of(3) 生 成 元 为 


1 ,1 ,1z， 而 且 仍 满足 对 易 关 系 式 (8.38)， 但 Jr, Ју, 7, 235. 


0(3) 的 基 林 型 是 正定 的 ， 由 式 (8.28) 得 
Ci =i, Сіуш-і, 


故 | 
2 0 ON 


| (дь) 一 (С:,С?,) 一 


根据 定理 7.10 可 以 看 出 ，2%(3) 定 А, WAKE, 
取 式 (8.38) 中 J, ЖЗЕ, Ј.,Ју МН, BJ FR 
| Л =] ух’, Лу =1]1у?, Ј,= 1, , 


020 
0 0 2 


(8.39) 


则 以 Ja Jy Je 为 生成 元 的 实 李 代数 是 o(2,1)。o(2,1) 满足 


Іт aila, 
[Ji ,J,r =i), 
[Ja Jar =ijy', 

由 式 (8.40) 可 以 算出 o(2,1) 的 基 林 型 是 不 定 的 ， 


(8.40) 
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/ -2 0 0 
(9,5) = 0-2 0 | (8,410 
0 0 2 
由 定理 7.10 可 以 看 出 o(2,1) 是 非 紧 致 的 
为 便于 把 0(2,1) 和 0(3) 一 起 求 表 示 ， 取 0(2,1) 的 生成 元 为 


u= FCO Jz! FiJy’), 
(8,420 
Ja = J.: , 
式 (8.407 可 以 写成 ， 
Jy ЖҮРУ -ЖЛл, | 
- J (8.43) 


BA 
从 式 (8 38) 和 (8. 43) 可 以 统一 地 把 0(3) 和 0(2， 1) 的 对 易 关系 与 
成 ， 


[ J, , 7 1] 一 Ja, Д (8. 44а) 
| 4-1, 对 о(3); 
ГЛ, 1,1-:]= -44;, (8.446) 
9 = -1, 对 0(2,1).， 


从 式 (8.39),(8.41) 可 以 求 出 (96o,) 的 RRE), C974) 有 即 式 
(7.12) 中 的 友协 变 论 规 张 量 


1/24 0 0 
(g2y= | 0 1/24 0 |, (8.45) 
| 2 


0 0 1/ 
用 式 (7.137 可 得 相应 的 卡 塞 米 尔 算 符 为 


C=29 ХХ = JJ + hO +1) | 
(лел. яоо» 0 4-49 
i - J5? ЛЬ, št о(2,1). 


LC, Jo] ={С,Л,,]=0. 


式 (8.46) 中 的 因子 2， 是 为 了 和 o(3) 中 的 角 动 量 的 平方 太一 至 
而 引入 的 ， 

利用 这 个 最 简单 的 例子 о(3)ЯП о(2,1), 说 明 用 张 量 基 方 法 求 
表示 的 基本 思路 。 邹 悉 求 0(3) 表 示 的 读者 ， 对 此 自然 更 易 理 
Я. 

o(3) 和 o(2,1)? 的 生成 元 可 分 成 三 和 六 :两 部 分 。 天 构成 一 
”个 阿 贝 尔 子 代数 ， 根 据 定理 8.2 уан, бітігі е Ж 
一 维 的 。 每 一 个 不 可 约 表示 ， 对 应 J。 取 一 个 固定 本 征 值 。 从 Ж 
(8.44a) 可 以 看 出 ，J ,1( 或 /_1) 是 使 .本 征 值 增加 或 减少 )1 的 
算 符 ， 也 可 以 说 Л, a CJE Л В Кр Е АЕ, Ј.С) 


_ № Ло ЖЕНА № + 1<- 1 的 不 可 约 表 示 ， 


选 表示 空间 的 基 为 C 和 万 的 共同 本 征 矢 | 旬 ху, 
C| x>= $| x>, _ 
Jib хэ =х|Ф ху, (8.47 
由 式 (8.44a) 可 得 ， | 
J (J. 1 х>) = (x + 1) (7. | @ х>), 
从 式 (8:44b) 可 得 Ja 和 J_, ЖЕЛЕ ЕНУ 
<Фх|), | Фх-1<%Фх-1|),|Фху - 
=< x+1|J, [Ø x>y< e x J 11Фх-1>-4х, (8.48) 
(8.48) SE E A< x+1171 Jal Фх+ РЕ ЛУ Хх 9 <@ x| 
J. Jal? ЕЯ. 
利用 递 推 关系 式 (8.48) 可 以 得 到 0(3) 和 o(2,1) 有 下 面 四 类 
表示 : | Ес 
(1) 有 上 党 的 表示 
ЕН £ 使 | 
ФЕИ! al? 2250, 
M HACS. 48) 可 得 
<D EIJ al ®-1›‹Ф®-1|/_,|Ф Е>--4%, 
<Ф:т-117,Д%%-2><<9%-2|)7,|Ф%-12-4(22-10, 
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<«ФҰ-Ц7,9%-і-1хФ%-1і-1|7,1Ф6:2-% 
= -9(1+1(#-1/2), і-0,1,2,-", | 
| | (8.49) 
只 要 天 0,1/2,1,3/2,…， 表 示 是 无 限 维 的 ， 
设 此 表示 空间 Jo 有 最 大 本 征 值 和 4， 当 =2 时， 有 
<Ф2|]_||Ф#®+1>=<Ф2|/_,|Ф2+1>›—0, 
这 是 有 上 党 的 无 限 维 不 可 约 表 示 。 因 
<Ф2|с|Ф%>-Ф-%(%-10, (8,50) 
Я О 9) 标志 此 不 可 约 表示 。 
图 8 .7 的 (a) 给 出 不 可 约 表 示 D (2) 包 含 的 Jo 的 本 征 值 . 


J, 
— ти» 
一 一 ч Ж (а), 
5-2 х-| х | 
Т, 
Jaa 
— 
_ x (b) 
ғы A ғә 
х-2 х-1 x Е 297 
J- 
图 8.7 


当 此 表示 空间 J, HARKE, = J, 的 最 大 本 征 АА + Ж 

ар, ШІ2--% 时 ， | 
| <P z|J_,|@ z +1>==0, Ех 

则 这 表示 是 一 个 可 约 而 不 完全 可 约 的 无 限 维 表示 ， 它 包含 的 J, 
值 在 图 8.7 的 (b)? 中 表示 出 来 。 从 图 8.7 的 (b) 可 以 看 到 , |B z>, 
|Ө2-1>,|9%-22,-, Л, Ja 的 一 个 不 变 子 空间 ,而 | Š# + 1> 
可 通过 J_, 作用 变 到 这 个 不 变 子 空间 内 。 

(2) 有 下 江 的 表示 
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RA 2 使 x | 
<Фі-117,1Ф2>-0,. 
则 有 
«ФЕИ Л, |Ф Ф 2 太田 区 +1>=42， 
Br+tr2|lJ [PE +12<Ф r+1iJ_ ФЕ +2> = 4(22 +1), 
Dzrtil | Фхч:- >< z +1—- ИЛ Ф +> 
=qi (z +=), 1-1,2,- 
(8.51) 
当 х5=0,- 1/2,-1,-3/2,…， 时 ， 对 应 无 限 维 表 示 。 
设 在 此 表示 空间 Ло 有 最 小 本 征 值 ?， 当 ? =? 时， 有 、 
<Ф:г|7,|Фа-і>-<Фі|7,1Ф:-1>-0, 
HMA F Ы СЕНГЕН Ме. 而 
| <Фз|С|Ф > =Ф= -$(-$+0. (8.52) 
用 D*(8) 标 志 此 不 可 约 表示 .图 8.8 的 (a) 给 出 了 D'(9) 包 含 的 Jo 
的 本 征 值 ， | 
当 此 表示 空间 Jo 无 最 小 本 征 值 ， 或 К J. E Е ЛА 23-2 
№, М | 
<P ziJ alz- 1>=0, 
对 应 于 无 限 维 的 可 约 不 完全 可 约 表示 。 用 图 8.8 的 (b) 表 示 ， 其 中 
[P r>, |Фғ-аі>, |P z +2>, >”, Вл, É — + Ж ЛЕ + Ж 
ІНІ. mi? z-int]. 的 攻 用 变 到 这 个 不 变 子 空间 中 。 
_ (3) ARERR 
Ек ІНІҢ, йн д ЖЕШ 2 和 最 小 本 征 值 ?， 
则 有 | 
(59-114 -0, 
| «Фа 111,Ф%»>-0, 
也 就 是 说 ， 若 用 三, ЖЕНИ ФЕ, ӘЛІНЕ Жі, E 
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(8,53) 


<Ф%-1-117-2,:Ф%2-:>-606, 
则 由 式 (8.497 和 (8.537 可 得 
2-4/2-0, 
ШЕ 
解 出 
、 4=1/2, $=-1/2, 14-0,1,2,%, (8.54) 
ЖЕН 
2, <Ф%|С|Ф?>-Ф-2<(2 +1), 
Яо ФЕНА Жл. АХАБЖНЕЛЕЗВИЯЛЕЙН 结 
果 一 致 。 


7-4 
EE _ ‚ 
Е: х+1 х%2 х а) 
ға 
Ла 
— ee —- 
1 g tl ge x <> 
—— 
ға 
图 8.8 


(4) 上 下 都 无 界 的 表示 
为 便于 讨论 起 见 ， 可 设 
х= Ë, + ЖЖ, 
Жз E, 是 x 的 非 整 数 部 份 ，- 1/2<КеЁ.< 1/2. х E FE X 
界 的 无 限 维 不 可 约 表 示 用 D,E жж. ОО,Е)Ыы Jo № Ж 
征 值 用 图 8 .9 表示 。 
以 上 得 到 了 0(3) 和 和 0(2,1) 的 四 类 表示 ,。 T Hiti uK 
示 。 按 一 般 物理 书 的 惯例 ， 把 李 群 元 素 与 其 李 代 数 生成 元 之 间 的 
КРАН Б exp( 一 i8ix;)，B? 是 群 参 数 ，x; ж К ЖЕЖ 
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元 。 当 李 群 的 表示 为 西 表示 时 ， 共 李 代 数 的 表示 为 厄 米 表示 。 


ww s sqa 


Еҙ-2 E-l | Е, Е, +1 х 
J Га 
Я 8.9 


设 4 是 李 代数 9 的 表示 ， 若 对 任意 хе, ТА X H Hü 
算 ，x+Eg, 而 且 
'А(х*у = А(х)*, 
ДЕА Ж а 的 厄 米 表示 ， 
对 实 李 代数 o(3) 和 0(2,1), ЖЕЕ E 
Ј+=ј,, J=], Ji=],; 


8 7E 
Лан, Jyt=J,, Ма В, (8.55) 
也 可 把 o(3) 002,1) $u u PY $f — E 2 | 
| Jo = J; Ji = — Дд. | (8.557) 


REKRAI 5 

С=С. | 

因此 在 ОЗОН 2(2,1) 的 厄 米 表示 中 ， 史 和 xx 是 实数 ， 而 且 满 足 - 
条 件 

<Фх| 7.1 Фх- 1>=<Фх| - 1+ |Фх-р о 


一 — {<P x — 11 1! x>}*, 
HD) 


-<Фх| 7, J| x>= |«Фх-1|/,|Фхо|5>0,(8,56): 
式 (8.56) 可 用 来 判断 一 个 表示 是 否 厄 米 。 下 面 分 别 讨论 上 面 四 类 
(1) D-(%) 
H (8 .49) 得 表示 厄 米 条 件 为 


5 )>0 (8.57) 


Ф2-1-12 isai (2-5 
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G=0,1,2，…)。 
注意 到 可 以 不 断 增 加 ， 因 此 对 0(3) 来 说 ，9 = 1, TEMEER 
RIF Kit DC 四 ) 不 是 0(3) 的 尼 米 表示 。 而 0(2,1),49= 一 1， 当 
2-00, ГАЈ k ЖЇР. МЖ СФУ 2-08, ЖЕ 0(2,1》 
的 厄 米 表示 。 
(2) D*(@) 
由 式 (8.51)? 得 表示 厄 米 的 条 件 为 


| Е СЯ 
KP z+i- ИЛИФа+ь l= -qi(s + 3 )>0 (8.58) 
/4- 1,2,0; 


同样 对 0(3) 来 说 9=1， 不 能 满足 厄 米 条 件 ， 因 此 D1() 不 是 
0(3) 的 厄 米 表示 。 而 0(2,1), 4--1, 47208 ШЕ ЮЖ 
ЖИЕ. ІЗІН DC92) 在 ?>uv 时 ， 是 o(2,1) 的 厄 米 表示 ， 

(3) DCD) 

已 知 

Ф=2(#+1),#=1/2, j=0,1,2,= 

由 式 (8.49) 可 得 表示 厄 米 的 条 件 为 
| |<‹Ф#—1—1|7_,|Ф# —1>›|#=а(1 +1)(4 —1/2);>0 
| | (1-0,1,-,/2. (8.59) 
对 0(3),9=1， 满 是 厄 米 条 件 ， 故 DC) 是 o(C3) 的 厄 米 表示 。 而 
o(2,1), 9= - 1， 不 满足 厄 米 条 件 ， 故 D(2)? 不 是 o(2,1) 的 厄 米 

(4) РФ, Е,) 

由 式 (8.46)， 可 得 


<Әх|С|Фх- Ф-<2х1(-4 Iaat +1) > 


-2/4|<Ф Фа С +1), 
所 以 尼 米 条 件 为 
296 


Ф х|7,1Ф +1) = Ф а(х +1)]>0. (8.60) 


在 Xx ЕР ,0С3) уо = 1, КАЕ ОЖ, РФ, Е) 
Ж 063) Е Ж. 

|002,1), q= 一 J， 如 果 ОФ, Еу) RE o2, ВЖЕ, 2 
应 该 有 

х(»-1)-Ф>д0, (8.61) 
Жн x A ФЕЗЕК, ХМ (8.61), 与 | 
P = (р +16.) Сф +ip +1), ` 

po IRB. Ф ЭЗЕ КН Я р АГЕ, 


. 1 . 1 
Pi tip; = - tip, Ф= ҮТ?» 


585; 


Ф! кір, -0, $= (7 +1), 
ТІҢ ЯН рУ. 
(1) ERE RY D, ($, E.) ж 


P, +10, = ——-+1%,‚ Ф- -二 一 9 


的 情况 。 此 时 条 件 式 (8.61) 为 
х(х +1) + + +9}>0, 
对 任意 -o< <o IE Ti E, ік о(2,100 Ж яу ОФ, Е) Ж 
ЮЖ. 
(2) 连续 辅助 系列 Ds, E) ж 
2, +10,=$,, =g, ($, +1) 
的 情况 ， 不 等 式 (8.617 可 写成 | | | 
(x -=p +p, +0. ` (8.623) 
BIF, 由 式 (8. 44) 与 (8. 46) 知 
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C= -EJ А Һ- D, 
对 o(2,1)，9= -1I， 可 得 另 一 厄 米 条 件 为 
х(х-1)-Ф>-0. 
КА P =p, 51), Я 
(х+р)(х--0)>э0, 0 00- (8,625) 
联 了 不等式 (8 .62a) 和 《8.62b) 在 


х+$<0, 
| areo, 
| х-Фі>0, 
ХФ, +1>0 


时 有 解 。 这 在 


时 满足 ， 将 上 趟 改写 成 一 个 条 件 ， 为 


1 1 | 
5-Е > | +5 | (8.63) 


满足 条 件 式 (8.63) 的 Ps(2 ,BEo)， 是 o(2,1) 的 厄 米 表示 ， 称 为 连 
” 续 辅 助 系列 ， 

.从 上 面 讨论 看 到 ， 紧 致 李 代 数 0(3)， 只 有 有 限 维 表示 PDC) 
是 厄 米 的 ， 无 限 维 表示 都 不 是 厄 米 的 。 而 非 紧 致 李 代 数 o(2,1)， 
没有 有 限 维 厄 米 表 示 ， 但 存在 两 个 离散 系列 D-(B)》 # D'O), 
两 个 连续 系列 Dp(B,Eo) 和 Ds(B,Eo) 是 厄 米 表示 。 这 完全 符合 
定理 8 .3 和 8 .4 给 出 的 结论 。 | 
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8.6 0(4) 的 不 可 约 表示 


中 单 李 代数 o(4) ИЙ ЕРИК D, 的 一 个 紧 致 实 形 。 从 式 
(7.69) 知 o(4) 有 6 个 生成 元 lij із), 1,1=1,2,3,4. Ч Ж 
0(4) 的 张 量 基 为 下 面 两 部 分 。 

(1) 0(3) 生 成 元 。 


Ja = 1l,,, 
ЕГ | (8.64а) 
J. = 一 [ТИ tila). 
` (2) o(3) 的 不 可 约 张 量 Te，4=0, 土 1， 
T,= 11,4, 
1 (8.64b) 
Га = 一 ү Ча). 
Е ООО 6 FK EJ th, ЖЕНЯ 
Ji = jo, Jy = - Jo; 
Ti = Tao, T: = -T z1. 68.65) 
利用 式 (7.70) 可 得 它们 满足 的 对 易 关 系 为 ， 
(1) оС) 35 — 
Jo, J+1] = +Л.,, (8 66а) 
| FPW EE -Л. | 
(2) o(3)5 Т. АЖЖ 
[J Га] =9Га, | 
о 8.66 
[У +1,Га]= + | УЧЕФАта+ОТо... (8.669) 
(3) Ta 间 对 易 关 系 
Т ‚Г, 一 +J, р | 
[fost] l ев 66e) 


[Р.Г] = -os 
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3408.66) о(4) АЖ, 
如 采取 


1 
Lo= 0+ To), 


L, 1= (1+ T.,), 


(8.67) 


1 
K., = xU -Т,1). 


由 式 (8.66) 可 以 算出 Га, К, 满足 下 面 对 易 关系 
[LoLa] = +, 
Б, |] 一 - Lo, 
[K i, K, ]= +К,,, (8.68) 
КК = -Ko _ 
[La Ач’ ]=0, 4,47 =0,+1, 
式 (8.68) 说 明 0(4) 的 主 成 元 可 写成 两 组 独立 的 角 动 Ж Га M Ка. 
ЕС 
0(4) =o(9), ОС Әк, 
о. о(3) 和 o(3)x 的 卡 塞 米 尔 算 符 都 是 oC4) 的 不 变 
量 ， 故 0(4) 有 两 个 卡 塞 米尔 算 符 
[2 = -L,, La -LL +L, 
K? = -КҺК 1-К.К,,%К%, 
也 可 取 卡 塞 米 尔 算 符 为 
Съ ау = 22+ К?, 
Соса) = 1? - Ke, 
ТЕХ (8.66) +, ОСА 
| H = Ji, Н, = Т, (8. 69а) 
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ЕН ЖЕ 
H, = J - Ге, H, = Ja + Ты. (8.69b) 
为 求 0(4) 的 不 可 约 表 示 ， 我 们 直接 利用 最 高 权 定理 。 诊 所 


求 的 不 可 约 表 示 最 高 权 态 为 |E>， 根 据 定理 8.10， 有 
Ha (E> =A |>, 


(8.708) 
Hal E> = Aal E>, 
其 中 А, 和 为 非 负 整数 。 如 果 
Н,| >=] > = т, |>, (8 70b) 


Н.|8> = TE> =т,|$>. 
则 有 | 


| 1 | 
m = (+ Å), m=z C-A + 492. 


Шт,>тҙ,ті>>0,т, 可 正 可 人 负 ， НЕН m 和 ms 同 为 整数 或 同 为 
ЕЖ, 与 式 (8.18)(8.19) 结 果 一 致 。 这 样 对 o(4) 的 有 限 维 不 
RARR, RIITAA A Rm RE. | 

设 o(C4) 的 不 可 约 表示 为 Km) , 选 表示 空间 的 基 为 J, Jo 的 
共同 本 征 天 为 


| "ит N 
! у у, 
|" / 
Ар 
ті тұл т, "\ 
JY> l наз l ， 
mL п / 
(8.71) 
т, "\ т, "\ 
Л ! =т l , 
n/ |" 
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НН 2008.4) 31 Л, |2>=0, T Š> = 0, WAR 
т, та 
т,“ (8.72) 

| т, / 

由 式 (8.66b) 及 (4.75b)， 可 以 看 出 Ts 是 o(3)v 的 1 秩 不 可 
约 张 量 。 在 基 

ті т. 
N 


下 74 ШЕ аж, ЕЛІНЕ Н-352 БИКЛЕ 1, АШ Ж 
出 To HHE, ЖН H o(3) 的 CG REI SI Гао PE 
元 。 于 是 求 o(C4) 的 不 可 约 表示 问题 ， 就 归结 为 求 1 的 约 化 年 阵 
元 问题 。 | 

де М. АЕ ЯНИЕ 225 

т, т; тұ т; 
/ l l \ 
М") 


= Атта m> x Ç 


> = 


Га 


тут, 
М 


Т | ы (8.73) 


由 式 (8.65) 可 以 求 出 
СГ» 
ттт 
利用 对 易 关 系 却 ТТ Т_Т, =-Л, ЖЕЖ 
ту т, \ 
"у 
1-1 / 


І” 


r” Су. алә 


ті т; 


1-1 

АЕ 

闻 的 和 矩阵 元 ， 可 以 得 到 齐 次 方程 
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和 


(ea i Е ë 1 | 的 у? (8 т5ау 
Жб: ІШ 及 pa 可 以 得 到 非 齐 次 方程 
I | | / 
КУТТ"? 
t С T | oN (8,75Ь) 


由 式 (8.72)，(8.70) 可 以 算出 


т | т, m у= _ (mit 
т; мт (m, +1) 1) ° 


局 т» 


Mmi 


反复 用 式 (8.75a)， 可 以 解 出 约 化 矩阵 元 


( I x ü N- Sr А (8. 76а) 
由 递 推 关 系 式 (8.75b) 及 (8.76a) 的 结果 ， 可 得 
【人 т» | т, NP = 2 (2т; + Dt ш — m) 
ті-і!: ті L 1 1 
反复 应 用 式 (8.75b) 及 (8.76a) 的 结果 ， 可 由 数学 归纳 法 证 明 
x rame] “Шы "ут 


_ (т, +Í + 1)Xm, -—I+ 1)(m, + DC- ma) 《8 765) 


1021-1) 


ЖЕКШЕ (8.76) +5 НИНЕ, Н 
303 | 


m >l |m,| , 
过 仔细 计算 知道 ， 可 以 取 相国 子 合约 化 信 阵 元 为 正 实数 ВХ 
„т: т. | | 
|" 


. 1—1 | 


ферари т.) (8 Тесу. 


1021-1) 
式 (8.76) 给 出 了 Ta 的 至 部 约 化 矩阵 元 ， 这 就 解 出 了 o(4) 的 有 限 
维 不 可 约 表 示 (W， m), 


8.7 su (š) 的 不 可 约 表示 


вас К А, 的 一 个 紧 致 实 形 。 取 第 七 章 例 6 中 A, 生 
成 元 为 实 ， 就 构造 出 su(3)。 也 可 用 AAEH x3 TKE, {ЕЁ 
物理 上 用 的 惯例 构造 su(3)， 这 时 su(3)? 的 基 可 以 选 为 


0 1 0 0 -і 0 
A =|1 0 | к 0 | 
0 0 0 0 о 0 
1 000 0 0 i 
lt -1 ) A 0 | 
0 0 0 1 0 0 
оо -i 0 0 о (8.77) 
lt 0 | it 0 | 
i о о 0 1 0 
| 0 0 0 _ [1 0 0 
lt 0 | | et 1 ] 
0 1 0 0 0 一 2 


G =1,2,… ,8) 间 满足 的 对 易 关系 ， 可 以 从 矩阵 间 对 易 关系 Ж 
得 。 容 易 看 出 4 ,4 ,4s 组 成 su《3) 的 一 个 子 代 数 su(2), 


304 


现 选 su(3) 的 张 量 基 为 下 面 两 部 分 : 
(1) su(2) 的 基 


| 1 1 
Л = (Ez -Е,,) 一 -7 Ав, 


1 ., | 
Га 一 2 Е, 一 一 2 2 ба -14)), (8.78а) 


= и = у +) 
和 标量 算 符 
| 1 --1 
= [2 Б ~ El ~ E,,] 一 а 


(2) sS4(2) 和 名 的 不 可 约 张 量 算 符 


1 
+ =Ë з = (A +145), 


1 
V + = Е,; => (Ав 十 14.) , 


| (8,78Ь) 
T y = - E, = TG AO, 


| 
| Ту = Ёз = Fh -147)。 


su(3) 生 成 元 之 间 满 足 的 对 易 关 系 ,可 以 分 成 下 面 三 个 部 Z; 
(1) su(2) 和 @C 间 满足 的 对 易 关 系 | 


LJ, ,Q]1=0, S=0,+1, | 
[J Js= Ji, | | (8.79a) 
LJJa] = - Jo. 


(2) Va Га 15402), ОГНЮ 
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[J Га] =9"а, | 
ГЛ. :,Ич]= + МЕРЕЗ 


[Л,Га|=94Га, 
(аи (8.795) 

С, Га] = + | (to) (ta 1)T asi» 

(0,У41- -Уя, 

ГО,Т41- Та, (а= 31/2), 
(3) У. 间 对 易 关 系 

[Va V ]=ЕГа, Га’ | =0, 4,4” 一 +1/2, 

ГУ 1/2 „Ти =М 244, (8,79с) 


_ 3 
[Vii ,Г;і,21 -,%-9. 


.(8,.79а) ій ВЈ, ШО зиз) Ри (2) ист) „Л: Ж 
0(3) 二 su(2) 的 生成 元 ， 是 ul(1) 的 生成 元 。(8.795) 说 明 Ve 和 
Та 是 0C(3) 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 ，Vg 和 Ta 分别 使 0 的 本 征 值 加 
或 减 1。 

定义 耦合 张 量 为 


(VT; = D (Та ла" |r SV To, 
оф | 


жна La | s) oc) CG 系数 。 则 对 易 关系 式 (8.790) 
可 以 写成 境 合 张 量 形式 | 
(УТ): - (ТУ: «У/27,, 3=0, +1, 
| -3 (8,79е”) 
(УТӘ + (ТУ): = 750, 
从 式 (8.79) 及 卡 塞 米尔 算 符 定 义 ， 可 以 算出 uO RER 
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REREH 
1 3 
с. +4 ODV Ty -V-y Ту}, (8.80) 


其 中 Л? = -Л4Л/а-Л4/4%7. 
ЖИЕ ЕКЕ, ЕЖУ НЕН Ж 
07-0, Д-/Л, 
АУЫ -Та, (8,81) 
(Үз) = tT. x; 
СГ) = ЖМ. 
利用 У.Т, 是 0(3) 的 1/2 秩 不 可 约 张 量 性 质 ， 选 su(3) AR 
维 表示 空间 的 基 为 | Л К, |е Л К> О, Ј°, J ЗЕЕ. 
| Qle AK>=ele А K>, 
Jale AK>2=A(A+1)1]8 A K>, (8.82) 
| ЛЕ A Ку=к|е Л K>. 
这 时 Л. HERET Е Ж), 
<=" A K' |J ДЕ A K> 


= FÖ,’ „б, ‚бк! ких] (МЮ к К+ 1), (8. 83) 


而 Va Ta 的 矩阵 元 ， 根 据 定理 4. 1， 可 以 用 CG Ж 数 和 约 化 矩阵 
元 表示 出 来 ， 定 义 约 化 息 阵 元 为 
LE Л’ К’ |У [ЕЛ K> 


| 1 С 
-8,!,, (А Қ-А К”) x<e -1 A |У |= A>, 
<=’ Л’ K'|T |£ A K> (8.84) 
= бб, А КУЧА’ Ки) жеж A |Т|є A>. 
д T п VEMBRE, НАС ЗОНТ AV 
阵 元 。 所 以 求 su(3) 的 表示 问题 ， 就 变 成 了 求 了 和 V 的 约 化 给 阵 
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元 的 问题 这 是 张 量 基 方 法 关键 之 所 在 ， 
由 式 (8.81). 和 (8.84) ,利用 СС Ек АНЫН (1.68), 
可 以 得 到 


<e AJJV|#+ 1 A7>= <-94 “+ + 1 


<e+1A [Тє А, 


(8. 85) 
至 此 ， 我 们 已 经 利用 了 对 易 关 系 式 (8.79a) 旭 (8.79b)。 再 利 
用 式 (8.79c) 和 (C8.85) ,可 得 约 化 矩阵 元 满足 方程 


| 1, 22 
-2Л [e+14+ 寺 TeA>12+24 (#+1A- ITIS A) 
2 | 2 | 


А‹(2ЛА +1) 
— А +1 


(Е А{Т|є-1 4+ 27 


+ (2A+1) (е AJT је- 14 5) 
=24(24+1)， 


2(А + 1) өз 1 4 +5 Тел)" 


+24 (e+1 летел) 


- (2A +1) (6 41716-14» D - (2A +1) 


xi(e4ITle-14- >)! 


= — 388(2A +1). I (8.86) 
由 去 (8.86) 可 以 算出 约 化 矩阵 元 满足 递 推 关系 


(елт -1A >) 


и" 
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_ 2(A+ 1) 
Болары 


(в +1 4 + Тел) 


‚ 4АСА +1) 1 “|2 
t GA +1)? К ^-> ел) | 


(2A – 3€) 


[e AIT le -14- D| 


АЛСА +1) | 1 МЕ: 
T GA +1) (= + 14%; ел) 
әл | Е “%2 
лж 1ў? (6+11-3 ИУ) 
_ À ` g£ + 2ÀA 


由 最 高 权 定 理 ， 知 Su(3) 的 任 一 个 有 限 维 不 可 约 表 示 ， 表 示 
室 间 中 必 有 唯一 的 向 量 144。 ЛЫ» ЖЕ АЖжК ё, AE 与 其 
相应 的 A 值 。 自然 


| | | 
(е+л + Тел) =0, (8.88) 


从 式 (8.88)， 利 用 递 推 关系 式 (8.87) ,可 得 - 


_ QE- Әр) 


ТОЛЕ -1 


(е ATIe-14- зу. рУ A (3ё+24+2). 


再 利用 一 次 递 推 关 系 ， 得 
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ғ; “12 1 
ак = 


s - 


利用 数学 归纳 法 ， 可 以 证 明 


0 一 1)(C32+ 249), 


234: (A+ 1298 —2Л%), 


212 


7 п | 181. 
(а-вА%%-ҢТІ-п-146% р г) 


= (1%п-і)(24,%2%п-1)(38-24,-2п + 21) 
И | 2(2A +t n —2t+ 1) ? 


- 5 © n=] NI? 
a-nAot - ИТ -nl A, + 2 -i} 


-A + ])(2A0 —1)(38+2A0+ 2 —21) 


(ixn, і,п-0,1,2,"), 


(8.89) 
由 оз) АЈ Е ЖАУУ Л, 为 整数 或 侍 整 数 ，' 设 
Ло= 1/2, KH=0,1,2"., (8 90а) 


ER su(3) 的 有 限 维 不 可 约 表示 ， 必 存在 n 和 i (ЕРМЕ BE 元 
为 0 ， 即 不 能 无 限 递 推 ， 由 式 (8:89) 得 | 

| 3£=2A0+2(n’ —t' )=u +2)À, (8,905) 
其 中 4=n’ -i ,是 非 负 整数 。 于 是 可 以 用 (# ADIE su(3) 的 不 
可 约 表 示 ， 也 可 以 用 (4 由 标志 su(3) 的 不 可 约 表 示 ，“ ‚в ЗЕЯ 
整数 ， 正 好 是 例 1 中 的 ^н. 

表 8.1 给 出 su(3) 不 可 约 表示 (4 DMRS H em AW. 对 每 

МА,К АДЕ -А,-А41,.,Л-І1,Д, 

由 表 8.1 可 以 看 出 ° 的 最 小 值 为 — (A+ 20) /3, 相应 的 A 为 
/2. 从 表 8.I 还 可 以 数 出 不 可 约 表示 (4 和 的 维 数 为 
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d Quy — ға + 5)С(1+и)(5+ H+ 2), 
55 (8.23) 1—4. 


38.1 зи ЖИА р) 8 А 


. | у 
-= (24 жауға) 48 = н/2 
4-1 4,4-1/2 Ao 51/2 
е 2 | лә 1 4 49-1 
г — H | 
е -А-1 | A -1/2 
e (АИ) | | 4/29 


在 不 可 约 表 示 (4 4 中 ， 卡 塞 米尔 算 符 式 (8.80) 取 值 为 
CGO = —(Q+3 (A+ u) + и), 


(8.890 ЕУЛИЕ НЕ НУ, «НЯ, НЕА 
<= Л] ТЕ 一 14’> 的 相 因 子 为 正 实数 。 这 样 就 解决 了 求 su(3) 
有 限 维 不 可 约 表示 的 问题 | 

例 8 зи(з) (Л и) = (0 0) 不 可 约 表示 ， 对 应 &=0,4o=0 的 
一 维 表 示 ， 表 示 空 间 只 有 一 个 矢量 10 0 0>。 

(Аи) =(01) 不 可 约 表 示 对 应 上 =1/3，4=1/2。 由 式 


(8.89) n 48 
/° 1) 


11 
3 2 


(01) 
Г 2 


У, 
/ 


Б 


311 


ИЕН JG 923, KEO 17 的 不 可 约 表 示 空 间 ， 有 
| 1115|11 IN 2 AN 
8-54 32 гуж | 3 09) 
ZAR 量 ; 是 su(3) 的 三 维 表示 ， 


(Аи) = (1 0) 不 可 约 表 示 ， 对 应 & = 2/3, Ao=0。 由 式 (8,89) 
可 得 不 为 等 的 约 化 矩阵 元 为 | 
(1 0) 
У.м 


(1 0) 
/ 11 
-57 / 


l 


2 
\ 3 9 
— x t 2 ` 1 1% 1 
KEA 0) 不 可 约 表示 空间 ,有 |-3 0 0}, -二 十 二 有 |- 二 二 
~ 一) 三 个 矢量 ， 是 su(3) 的 三 维 表示 ， 


(Xp) = (1 1) 不 可 约 表 示 , 对 应 &= 1,4o= 二 。 由 式 (8.89) 可 
得 不 为 雳 的 约 化 矩阵 元 为 


ç ИЕ (1 , E ШІ 1) (1 В 
q МЕ (1 ,> А | "|: И е я 


жа ожо, жара), 15-240 1 D, 


1 1% 
o 2 0>,101 —1>, 0005, |-1%%)» 


1 JN 
_. -一 Ж 
l> 22/84 


58, E su(3)ÉJ 8 Жл. (1 ПЖ зи ӨЗІ БЕГ. 
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8.8 su(3) CG 系数 


从 4.5 节 的 讨论 知道 ,在 两 个 角 动 量 J 和 J; 的 耦合 系统 中 ， 
ТЕЛ, +, НЕК! ау) т> 和 和 mi jem = |], ты т» 
Н) ЕЕЕ <], 12 j т|7,т,7: m>, EÈ $ zh R sol) 的 
CG ии. ЖИ, ERA SUG) ЗИ (3)。 的 耦合 系统 中， 
_50(3),6950 (3), 250(3), 8У СЕНЕМ ЕЖЕН. Z 
Jis Qi Via Га, 511,2 FAIA SUG), SUG: K E R, 
则 SU(3) 的 生成 元 为 

J = Ji + Л, $=0, +1, 
О-0,%0;, 
(8,91) 


| | Га-Г4-%Г;4, а= +5 

Уч =Vig + А 
(Л: DMA D 5 51] su): 和 su(3) 的 不 可 约 表示 ， АҢ 
”应 表示 空间 的 基 矢 为 


(А; Hi) (А Оу, 
кун! 


в, Л; K; AK) 
ШТІ 
| ш) CA2 ро) (А 9) (А, д) \ (А, Ha) 
eAK/ [Е Л, К, e, Л, K, 

ЕЈ ЕН EZAK R. 
(лр, 0 СА) п (А о 
| | EAK”. 

Е «А, B) СА Ba) п ау әу (À, "у 

мк, ‘Ел, K, Ez Л, Koal EAK ile, Л, Кү/1ғ, 4; Қ; 

82,4 2,К о | | 
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КӨ ш) (A; Ha) | n (A и) 


д ^^ K, A, K, |А K> 
€, Л, £, Л, 


д? А 
A изу 2 Б) (8 92) 


ғ ЛК,” є„Л„К,» 
JE h <A, K, A, Kal A K> 是 $0(3),69$0(3),2$0(3> № CG Ж 
žr, SOGE SU (3);,50 (3) SU(3), ЖЖ 
(0. ш) Ош) n(A ау 
= Л.А, є„Л„К„ е ЛАК 
PRA SU (3) Е CG ЖЖ; 
人 д!) (А, Ho) n (À Оу 
v£ Л, so ЕЛ 
称 为 Е, 它 等 T SUG) № CG Z ЖЕ 
SO(3) 的 Сб ЖЖ. п 乐 志 (4 п) 可 能 出 现 的 次 数 ， 
根据 定义 ， sic3) 的 CG 系数 满足 正 交 归 一 关系 


СА, H) (A, H.) N 
5 A, K,s,A, К. 


{с ш.) (А, Ha) п Ы (№ и’) 
ey AE, де, А.К, & Л, Kl EAK е” А” K’ 


= Ô puya! и’ От’ © ег’ Олд’ бек”. (8.93а> 


У (4 H) | (À, 61) (À, Б ГА ш) (Á, и.) 
алел le, Л, К, EAK МАЛАК, 的 AS 


ХУ, 7.4 


п(А шуу 
клк) 


А _ | 
a а ддд, 3K KK, к,» (8.93Ь) 


用 起 (4 70)SO(5)CG 系数 的 正 交 归 -- 关 系 ， 可 以 从 式 (8.93) 求 
出 约 化 标量 因子 满足 的 正 交 归 一 关系 
{© и) (А, Н») 


Л, B&A 


n” (A! и”) у, и) 


И ша) (À; оқ 
e Д/ / 


£ Л, Ez Aa 


ғ 1941,7 242 
= Onn! далалы п’), 
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(A, д) (À, ш 
€141 Е: Л» 


СА Bi) С^ Ha) 


(да) 
ЫЛА? ЖТТ _ (8.945) | 
МА. (8.91), Ж T a= Tq t Та ЖЖ 

УСА ш) С u) AWD | р Ш) Aa н) А шуу 
( „лк ®| ЕРТ? 


п(4 нула, Т), 


- НА, ЖІЛІЖ(8,84)41(8,97), 可 得 到 
(А/Ш) 


ЛЭ 
£ + 14A” ) 


ЕЛ 


| 1 | 
до, д’ Аи) а, ‚(А кал К’ >( 


(4 и”) | (À, B1) (A; tay 


= > È È A 


.” к”! 
21,4 W: 1 1,41, 7 242,52 


/ d 
E Л’ е, Л 


ПСИ (Á, B.) 
< 

Л, Л, е, Л» 
x<A’ К! Л, К.| A K'><A, К, A, КЛ K> 


(À еу үст) т, 


сау к 
£ Ғе ЖИ Ж ға 


Л, ) 


x (л, K, 41/7 к!) 


Ух У > СА ГУС ш) СА И) 

| КИ го, 4:,К; £ l> Ay K| e № 51 Л, Ж А) 
СА. А y 1 (А А А, 

TA iu) С Ha) |< “ТА 2 Ho) | T. ( к к 
Ағ, Л, sg. A, Е A /\,+1 А; 


x<A К ЛК Л’ K'><A, K, А.К, K> 
| 1 { Ф . 
< (A, K, > 4145 К, ). . (8.95) 


利用 三 个 角 动量 的 重 耦 合 系 数 ( 归 一 化 的 拉 卡 (Racah) 系数) 
《( 12112 Jle 1313 7> 


一 >; <j, Mı ]2 ml fis 11122<112 т/а т;1) т» 
y| m2 mas 12923 
x <J m, Ja Тз | 123 Таз <] 1 Mı 7123 m. | то, 
有 | 
< 12712 fa 1 111273) 723 ><i Mi fea Таз |] т; 


= >) <] mi js т» | 112 Т12><]12 Miz Ja тҙ|) m> 
mo my, mi 
X Lja Ma Jy ms| 123 Тэз>. 
HERRA 6-] 系数 表示 出 来 ， 得 
< 12712 Ja IlIi Ge 13)123 1> 
11 ја т) 


= ( — уба тда яз АУ аз 1) 07. 1) (2723 + Di 
ўз 1 123 


6-7 系数 表 见 参考 文献 [8]。 
还 可 以 把 式 (8.957) 化 为 
“ХА и) т 


(А рух 
б, одда) бз / | 
Е+1 À 


£ А“, 


еру 
- > (б, 


! 
41,41,41,62,42 


(À, д) (A; MISA Hi) (Á, Ho) 


8 十 1 4 е, À 


E, Л 2 


r L a aa 2 Л, Л’ 
| _ А,%41%1/2%4 A ж}, 1/ | 
х(-) м (2A+1)(2A1 +1 А, Л’ A 
(5 Hi) JA N 
зал, 
А 5 зө шу) (hs "у 
5” A'i e Л, е, +115 4 


F 
Az, 1,41, 2,49 


АШ ш) (A, Вз) (À о) 
(a А, е, Л, іе AL 
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Аи) 
е Айя 


) 


A A| = 
х C —– )4:742+1/2+4 VGA+ DCA, +D] А! А f 
“1 


x Шә) ДТ [© Аф 
№52+1 ЛА! 


ЖЕНЕ 


ә 


/ Q ny | CÁ, ш) СА» Әу 
Ұ ЛА le Лү e: A; 

并 对 (4 ЖЖ, ЕЯ, 8.94) ,可 得 3U (3) 约 化 标量 因子 的 递 

JERA 


(Ау ш) (А, му 


Ó r 
# ғ ғ # 
ЖҮЗЕ s, A; / 


£ Ë# +] 


(Си '|т м и”) ек? 


2 一 1 À 


, А! А” 
=X- у^ 25411, махрам TD h, A A | 


А, 


Є? му (С и’) 


(À, B) СА, у 
ЕЛ” ЭЙ 


ғ А и 
7+1 Лу #5 Л. /. 


(© Ai ) |7, 
Ж +1 A' 


— 


+ у^: АОИ” VGA DGA, +1) 
1/2 А; А; 
аралд 
ТА Ha) Іт г. “үс р") (А, Hi) (A; у 


Neza | ее az Ne Az lera! etti Л" 


(8,96) 

利用 约 化 标量 因子 的 正 交 归 一 性 METER R MAAC. 94), (8.96) 
可 以 求 出 su(}) 的 约 化 标量 因子 。 = 

例 9 ЖО, шщ) = (0 1), (4,0) = (1 0) 2J ik ж Е Н 
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F. | | 
АЯ 8 知 (0 1)BCŠ, A, = (1/3,1/2), (1 0) RJ (& A. 
=(2/3,0)， 显 然 (0 1209961 0 ) 的 2 最 大 和 相应 的 4o 为 (84o) 
= (1,1/2), W AE CA n) = (11) 的 (8 ә. H Ж, (8. 94а) Жа, 
„(о 1) (1 0) (1 
( 1) 


‚(0 1) G оа DN ! 
/ | 


\ 
N 1 1 2 ‚1 
ЧЕЛ 
可 取 相 梁子 为 正 实数 ， 得 
ГАС 1) с olid DA G D10 ра. DN 


\ 1 1 2 l Е 1 11 
\ Зои лаев о 
Я (8.96) 有 | 
/а 1 0 D a PN /а 9 1) (1 DA 
1 1 1 1 | 
N 0 1 зо 774 2 2/ М1» 5 0 1 / 


1/2 1/2 А; | 


СУ 
=u t Залы, 1/2 1 


ѓ 
А» 


Ca 1) [0 1) (1 0) — 
x “二 |. 
1 1 1 2 / 2“ 
И —— — A; 
\ ly 3 2 зру 


КА 18, 8 
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/@1 1)! (0 1) (1 0)\ 


ildi 11 个 
3 2 32 | 


同样 利用 式 (8.96)， 有 


/а 1)1 (0 1) «1 БАУҒА Q DN 
1 1 1 l 
\ о 9 2 -2/\ l р оо / 


(1 0) 


| \ 
ЕА 


1/% a 02 | 


- жужан 
т 1/2 1/2 0 \ + A; i 


/а 171 © 1 4 а 
хы 1 Í 1 = 一 | 本 
N! 3 


1 1 
3 2 
арго a ON ра 


x 11 1 1 Г 


ooj y сз? 


з 


同样 


/“ 1) 
ТЕ 


(0 1) а So [| 1) 


0 1) 


CO . 
他 中 | 
3 人 


o / 
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/а Г) | (0 1) (1 oN 


ж; | . 
] 1,02 = 
\ |3“ 30/ 
а 201 (0 1) а 0) ра 


2 2 сүз? 
No о = 0 s 0 / 


同样 ， 还 利用 式 (8.96)， 有 


(1 1)| (010 (1 DA a 1) 
CE 294 
М |в 0 роу 6% 


ур 0 ж 
1/2 0 1/2) 


С АНАН 204) +1) 


К 1) Со 1) 


0 
таи 
ВЕТ | 3 °, 
ия 17] (0 1) (1 ША) 
x: 1 , 1 1 
Қ99| 34 ев / 


+C )V2@ A; +01 


Jo 0) Є ША” 
ЕУ 


ия 1) C0 1) (1 ON 
х\ 2 2) =V 3, 
19901-20 3 ‚ / 
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可 以 解 出 
/ 
/ 
\ 8 Е 
N 71 2 3 
НЕС шу = (0 0) зи (3 В, ЖК 


0-0) (00) 
/ Мо. 


Моо 


НА (8.96) 可 得 


а” / /2 
0=(-—) ° ТЕБЕН Кі ни. 


⁄ (1 1) | (0 1) С! А 


/0 9111 (0 1) 
x 1 T, | ә 
1217-46, 
/@ 0)| (0 1) (1 0) 
1 1 / 


2 1/2 0 1) 
КЕНЕГЕ / | 


0 0 1/2 
ҒЫ 0) (1 0)\ 
\ 
_1 1 
Аз 0 3 2 / 


-/ө 091 (0 1) (1 DN 
+V 2 x 2 2 7 
\ 001|-%0 30, 
再 利用 式 (8.94)， 可 以 解 出 
/в 0)|(0 1) (1 0) 


1 1 1 1 
so |/ 
1 


(0 00) Со 1) ( DA — 
( [9 


\ 0 0 | -3 9 $ Ó xa 

这 样 就 解 出 了 (0 1)(1 0)=(1 BETE 0 ) 的 全 部 CG 
系数 。 关 于 sv(3) 约 化 标量 因子 的 表 请 见 参考 文献 [22]。 

从 以 上 讨 诊 可 知 ， 应 用 张 量 基 方 法 ,可 以 求 出 : 单 李 代数 和 和 中 
单 李 代数 的 表示 ， 紧 致 李 代数 和 非 紧 至 李 代 数 的 表示 ， 有 限 维 不 
可 约 和 无 限 维 表示 及 厄 米 和 非 厄 米 表示 。 张 量 基 方 法 ， 对 求 经 典 
李 超 代数 的 表示 也 颇 有 效 。 到 目前 为 止 ， 用 这 种 方法 ， 已 求 出 全 
部 su(z7 和 oGCa) 的 有 限 维 不 可 约 表示 ， 部 分 约 化 系数 和 重 耦 合 系 
数 的 解析 表达 式 ， 还 求人 出 了 李 超 代数 su(n/1)，sulm/n) 和 部 分 
ospCm/2n) 的 有 限 维 不 可 约 表 示 ， 


ч 


wj] 


м 


第 一 Ж 

1.1 证 明 ， 只 有 一 个 三 阶 群 。 

1.2 证 明 ， 有 两 个 4 阶 群 ， 并 且 都 是 阿 贝尔 群 . 

1.3 找 出 三 阶 对 称 群 S, 的 所 有 子 群 并 指 出 那个 子 群 是 不 
变 的 ， 那 个 子 群 是 含 元 素 (123) 的 循环 群 。 

1.4 求 6 阶 循环 群 的 所 有 不 变 子 群 ， 以 及 共 对 应 的 商 群 。 

1.5 ЖО; ШЭН ЖЖ, EZA A AAR? 

1.6 设 群 G 只 有 一 个 阶 为 2 的 元 素 ,证 明 ; 对 任意 gEG， 
有 gh = hg, | 

1.7 设 G = G,GoG;, 严明; НЕЕ С/С, MHF Go. 

1.8 #С=НО,К, ЕН, ШС/Н ШЕК. | 

1.9 40, №, МАС, = {е,г,г?,т3}, С,-(е,а), ЧЕ 
НҢ, Р, = 6,0,0, | 


第 = Ж | 

2.1 设 4(9a) 是 群 C= (9a) МЛ, М, НН 

Е A*(g。) 也 是 G 的 一 个 表示 。 当 Aa) 是 不 可 约 的 或 么 正 的 ， 
则 4*(《9go)? 也 是 不 可 约 的 或 么 正 的 。 4”*(9go) 称 为 А(9. 28 Я 8 
表示 。 当 А*(9.) = 4(go) 时 ， 称 A(g。) 为 实 表示 ， Я 
2.2 В AlIa) C = {9a} М -ARR ПЕНН. ЖЕР 

[A 9.) 1", Juk РЫМ ГАЗ Г! ЕС. ЖН 
当 А(9.) ЖЖ НГУ ЛЕН), ШЕТ В ЕЛ АГ) sk; $ E 
HJ. RIJA CIDH ATC) A G WRR? | 
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2.3 设 A(g。) 是 有 限 群 G={9。} 的 一 个 不 可 约 表 示 ，C 是 
G 中 一 Ани, 是 常数 ，E Вы, ИЕН, 
> А(9,) = АЕ, 
9 а С 
2.4 求 3 阶 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 。 
2.5 设 ACgs) 是 有 限 群 G = {964}) 的 一 个 不 可 约 表 示 , Bla) 
E G 的 一 个 一 维 菲 恒 等 吉 示 ， 证 明 ， А(9.)008В(9.) t, A£ G BJ — 
个 不 可 约 表示 ， 
| 2.6 М У={ар с} с 
ele а b с 边 乘法 表 的 4 阶 群 ， 求 V BD АЖ 
; 价 不 可 约 表 示 。 
27 写 出 4 阶 循环 群 Z, 的 左 正 
се а ПЕ Е ИЖ. 
се b a о 28 А? (О.Ў А" Cga) 是 群 
| С = {9.} 的 两 个 不 等 价 不 可 约 表 示 ， 
证 ВВ: E RRRA (9. QA * (J) 不 包含 恒 等 表示 ， 而 
А?(9.) QA (go) 包 含 恒 等 表 示 一 次 且 仅 一 次 。 


е a b с 


а а е С 


第 = ы 


31 设 0 是 三 维 实 正 交 群 OG, R) 的 一 个 元 素 ， С.С) 和 
S.Cy) 分 别 为 实 间 转动 和 转动 反射 ，E = det 0， 证 明 ， 
ОС, ОТ! =C oC), 
OS, (pOT =S; ($). 
3.2 Ж9=(Т.,0} 是 三 维 欧 几 里 得 群 EGO 的 一 个 元 素 ， 
Ë g 的 逆 元 素 9 一 ， | 
33 设 一 点 群 有 4 阶 轴 C4， 和 过 C4 的 反射 面 cu， ИЕН: 
必 存 在 4 个 过 L 的 区 射 面 。 
3.4 设 点 群 有 奇数 阶 转动 反射 轴 Sansi» 和 证明， БАНЕ 
的 转动 轴 Conti 和 水 平反 射 面 Cn。 
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3.5 证 明 4n 阶 转动 反射 轴 бп ТЕБЯ ТГ. 

3.6 ЖЕ ЗЕ ЕНІН P f 55 EE, 

(1) 在 Cs 群 中 ， 增 加 空间 反 演 元 亲 ， 和 构成 什么 群 ? 

(2) (ЕС, 群 中 ， 增 加 水 平反 射 面 04， 构成 什么 群 ? 

(3) 在 Cs 群 中 ， 增 加 转动 反射 轴 ”se， 构 成 什么 群 ? 

(4) 在 Daa 群 中 ， 减 去 转动 反射 轴 36， 构 成 什么 群 ? 

3.8 ЖҢ D, 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 ， 并 给 出 其 办 征 


Б. 
3.9 ЖС, НУЖНА, НЕЕ 特征 标 
ж. x 
3.10 ЖОН ЕЛ sp PJ Жл, ЯН E EE E 
3. | 


第 四 章 | 
сал 证 明 ， 三 维 实 空间 中 的 侍 殊 正 交 变换 是 一 个 转动 


24,2 利用 李 代 数 0(3) 的 下 列 实现 ， 


221, р 2 
а 一 М 2 1дх„? 72 20 x, ° 
HEHH, 
| хіззхҘт" 
ТПУ GEM G- m)! 


Ел, WEEKES, Л, 的 本 征 值 分 别 为 jCj+1) 和 m. 
43 求 出 二 维 转动 群 的 并 有 不 等 价 不 可 约 表 示 和 双 值 表示 
44 推导 Di (Ca В y) 满 足 的 微分 方程 式 (4.43).。 
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4.5 设 (27+1) 个 向 量 |; т>, т-/,)-1,:“,-/, 在 空间 
转动 下 按 D? 变换 ， 即 | | 
К(а В pii т> = > рі, „(а В DI т’, 


ШЕҢ. |) дж РЖ J, ЕЖЕ, J, Jz у ЖИЕН Я 


JG +1)#im, 

4.6 利用 耦合 系统 角 动 量 表象 变换 ， 证 明 CG 系数 满足 下 
ІН ЖЕ т: 

<j, Mı јо Moljı J2 7 т-1> 


= т, +m +] . ; » ; 
ТО. — mGa + m+] у; mı +1 jz Malji J2 7 т> 


(+ т) (= m + 1) 


| -т.) + m, + 1 
|9%- 15) (12 + Ж По; т; 7, т, +17 7, j ту, 


(J +m)(j —m + 1) 
<j, m, рт. 12 J m+ 1> 


Ji t m)Gi-mi+ 1) ¿; К . .. 
(j — m)(7 + m + 1) < mi-1 j т) j т» 


"(у + т) (= m, + ]) 
—— ha т rm, — 1 ту, 
(g -m)(J +m + 1) ji M, b та Илл) 


4.7 &Л,/. 和 B 是 一 组 力学 量 完 全 集 ，|7 т bèth 
共同 本 征 舌 ， 


Ј? |у т b>=71(7 +1) |] ІЛ р>, 

7,1) т в =т| т b>, В|} m b>=b|j m b>, 
证 明 ， 算 符 

之 (一 )7 2 "2<) т 12 -т;| 12 J] т> 
mi m, | 

| x |, т, бух); т, В, | 

是 ӘО(ЗУ Еу) 秩 不 可 约 张 量 。 
4.8 仿照 SO(3) 群 双 值 表示 的 定义 ， 点 群 也 有 双 值 表示 ， 
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ЖЇН 5. (4.6) K Hi C, 群 的 两 个 双 值 表示 ， 


4 9 (0) enms 1/2 EET, 5, 21/281 — 1/2 


БЕЛЕК» Тат ыты ГЕ. Наш 597» s 投影 


МГ =7+ 1/2 ЕРІ"; 12. МН 
күлдей уі 


{571/2 如 何 改 要 ? | 
4.10 ШЕН Då m (a Л 7) 满足 以 下 关系 : 
(1) р (а В y) D??; (а В у) 
1 2 3 
= > < mi J2 Malji J J m> 
4,т,т” 
хр, „(а В у)<], p 7 m|j т, pb т>, 
о) X ру, ауру; ав DE, GB) 
, , р 1 1 тот 3 
m mj. m. 


(7 2 3 _ (7 р 5 
Sim m, т) m т, m, ` 
ы К (a B у) = R(a, В, у,)К(а, B, y), ИЕН 


Dł, в (а р у) 一 > Då, т” (а, В, ЖҮРЕР mC Ql В, Yı) 


НЕ cs HE BH ЕК РА ЖОНУ ИЛЛ ДЕРЕ, Др 


4.1] 


47 * р 
1 (соз) “ЕТ 之 YrmnCog)Y A (9 p’), 


ІН сов w = cos 0 cos 9’-+з1т 0 sin 9” соз(ф- p’) 


第 五 м 


求 5 阶 对 称 群 S, ИЖ, ЖЕНШ S, МЕН ЖОН 
м, ЕЕ. 
5.2 


找 出 4 阶 对 称 群 $4 的 所 有 不 变 子 群 . 指出 哪个 个 变 子 
RERI RIRA S, EE. 


2,1 
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5.3 ВА, Z n ЕЖ 5, ЩЕ, ПЕ. А, 
S, АЖ, ЕЖУ 5./ А», | 

5.4 5 阶 对 称 群 *s 有 多 少 个 不 等 价 不 可 约 表 示 ? 1 每 个 维 数 
是 多 少 ? 

5.5 求 4 阶 对 称 妊 5, БОЕ ЕП] = [2 21, 

5.6 SU(3) Ж 有 几 个 不 等 价 不 可 约 的 2 级 ( 张 量 ) 表 示 ? E 
们 各 是 几 维 的 ? ЕО ОЕ М, ЕО 


2100000 
3 
Е 
Q = 0 一 本 0 
2 
ЖЕ 


求 在 这 些 2 ЖАТА АН Q WJ КРЕ. 
5.7 SU(5) 群 共有 几 个 不 等 价 不 可 约 的 2 级 和 3 级 ( 张 量 ) 
表示 ? 它们 的 维 数 各 征 多 少 ? | 
5.8 R SUUET HARRER E, 
[1.169[1“ 1, [2 12162111, [2 11612 1°], 
它们 和 人 它 eiras 的 不 可 约 表示 各 是 多 少 维 的 ? 


第 大 章 
6.1 讨论 欧 氏 空间 中 下 列子 集 的 连通 性 和 紧 致 性 : 
а» R! 中 的 [50,1j]; (0,1); [а, 5); [0,1] 012,4. 
(2) Кр В! = (Gx,0y|x€ R); = Е 
((х,у)|х +y}; (0,0) |х 21} 
(х,у) {1<х2+ 9239}; (0,0) [6х,0) 500,02}; 
{ (х, у)|1<х<%2, 5=<x=6), 


6.2 利用 极 射 赤 面 投影 方法 ， 在 
S=, Y, әлеу + =? = а? а>) 
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上 建立 一 个 二 维 C- жж. 

6.3 证 明 ， 实 二 维 一 般 线性 群 GL(2,R) 中 ， 元 素 

(» а 420, аға 

ЖӘЕ ЕК 212, 全 的 元 素 经 指数 映射 而 得 到 。 这 是 为 什 
2,2 

6.4 写 出 李 代 数 sp(2,R) 和 sp(2) ВЖЕ, УЕ ЙЕ 
明 ，sp(2,RK)> 和 0(2,1) 同 构 ，sp(2) 与 ОЗ). 

6.5 设 平 面 中 每 一 点 用 向 量 


表示 ， 则 平面 中 欧 几 里 得 变换 为 


х cos -sin а\/х 
9 = | віп 0 cos0 Бу |, 
1 0 0 1 1 


称 全 体 欧 几 里 得 变换 构成 的 群 为 二 (27 群 
(1) ИЕН; £(2) 群 是 李 群 ， 
(22. 求 出 上 (2) 群 对 应 的 李 人 代数。 
(3) 讨论 己 (2) 群 的 连通 性 和 某 致 性 。 


第 七 = 


7.1 ЕНЖЖЖ 0(4) 和 0(3,1) 的 
(1) 生成 元 和 对 易 关 承 ， 

(2) ЖК, ЖВНЕ. 

7.2 写 出 李 代 数 B, # C, 的 

(1) НЫ, 

(2) 嘉 当 - 韦 丁 基 下 生成 元 和 对 易 关 系 ， 
(3) 含 瓦 果 基 下 生成 元 和 对 易 关 系 。 
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7.3 证 明 ， 李 代数 A, 与 D, 同 构 。 李 代数 o(6) 与 su(4) Fi 
构 吗 ? 
2007,4 РР, i1=1,2,…,N， 是 玻 色 子 的 产生 和 消失 算 
94, ЕП 

ЫЫ -ІЫ,Ы1-0, [bi bi] = ôi; 
证 明 ， | 

CD МАТЬ, + 1/2,bibiCE7),b bs,bib;, i,7=1,2, 
N， 构 成 李 代 数 зрОМ,Ю), 这 Sp(2N , R) EN @ ЕЁ 
H =] Ж АЧ Еа 3) АРҒА, 

(2) A bibi, і, = 1,2, N, УЖЕ uN), UN) 
ПЕНИЕ китим эл РР. 

7.5 TZ а:,а,1-1,2,%", M ,是 ЖАТ Т ЕЗ, 
满足 反对 易 关 条 

{аў ,а5} = {41,4j} =0, (9,43) Sbi, 

GD ##айн-1/2,а{а},цау, а] аз ,ij i 1=1,2,. 
М, ӨСЕК o QM), OCM) ЕМИЕ 
НӘ ЕЖЕ. | 
(2) 7 аѓа;,і,ј =1,2,…,M, ЖКЖ uM). ЧМ) 
群 是 M 种 费 米 子 在 粒子 数 守恒 时 的 动力 学 对 称 群 。 


ля 
2208,1 证明， 5UC3) 群 的 两 个 三 维 不 可 约 表示 (0 1) 和 (1 0) 
В. НАЗОВУ. 
| 8.2 ji 4 李 代 数 s%(5) 的 生成 元 和 对 易 关系 ， 选择 基 使 S&(5) 
зиз) иоу ис, ЖЕ НІ БІ 20 SUG DSU 
SU(2)@QUC1)., А; te 算 符 构成 SU(3)BSU(2)GUC1) 的 两 
组 不 可 约 张 量 。 


8 3 李 超 代数 8C0,1) 有 5 个 生成 元 ， 它 们 满足 下 面 的 对 易 
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#1. М 25 ЭР Ж: 
Го, La |= Вл» Lb] = — Ly, 


_ 1 | , | 
Го, V a172] = 5 V +, ГЕ, Vad =0, 


| — 1 
ГІ, 1%) = ТАТАН | 


( Мал» Ув} = 一 22 L.,, 


{У д, Ир} = - 2%. | | | 
Ж BC0,1) 的 不 可 约 表示 。 从 中 可 看 出 哪些 与 李 代 数 不 可 约 表 示 
的 不 同 之 处 ? | 

8.4 求 o(4) 的 CC ЖЖ, 


и" т; тб, т м, \ /т т, 1 0 m, "1А 
о | V 和 有 ( l O I 


\ m 0 т N а 0 т 
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B 


八 面 体 群 octahedral group 0 80 
半 单 ( 纯 ) 李 代 数 


semisimple Lie 


algebra 228 
半 单 ( 纯 ) 李 群 semisimple Lie 
group 229 
伴随 表示 adjoint representation 229 
КТЕ ЕРА (У semi-normal units 169 
* E semidirect product 29,25 
AK Ж 元 primitive idempotent 
element 151 
i closure 189 
m close set 186 
表示 representation | 28 
ду РЕ transformation group 18,205 
不 变 子 群 invariant subgroup 10 
ЯШ Еж irreducible represen- | 
tation 40 
不 可 约 张 量 irreducible tensor 136 
С 
参数 空间 parameter space 120 
重复 度 ( 重 数 ) multiplicity 40,286 


пж A-k FRK) re- 


coupling coefficient (normalized 


Racah coefficient) 315 

D р 

单 ( 纯 ) 李 代数 simple Lje algebra 228 
(Ир) pt simple Lie group 229 
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5 | 


单 连通 simply(singly) conneted 19 
№ Ж monoclinic | 89, 92 
ЖЕ derived series 230 
道路 连通 ( 弧 连 通 ) arcwise con- 
nected 192 
Ж ЖЕЛІ equvalent representation 37 
邓 金 图 Dynkin diagram 244 
ЕЕ recursion relation 291,303, 
| | 307 
ВЕ point group 70,77 


典型 (经 ш) 2: 代数 classical Lie 


algebra 222 
典型 (经 典 ) 李 群 classical Lie group 
206,222 
对 称 操作 (对 称 性 算 符 ) symmetry 
operator | 75 
ЗЕЕ symmetry element 75 
对 称 群 symmetry group 19,141 
对 换 transposition 143 
对 偶 空 间 dual space 233 
Е 
КЕЗІ Hermitian matrix 103 
二 面体 群 dihedral group D, 79 
二 十 面体 群 icosahedral group Y 82 
СТ) 
Е 
反射 reflection ` 75 
反 演 inversion 1,72 
1} partition 145 


分 离 不 变 子 群 discrete invariant 


subgroup 220 
分 离 公 理 separability axiom 190 
复 扩 充 complex extension 268 
复 和 连通 multiply connected 195 

G 
{$ (25 Ж) foot (vector) 233 
$ 25 [1] root space 233 
HE root diagram 240 
9 89 conjugate Young diag- 

ram 146 
ДЕШЕ fj conjugate subgroup 10 
Е (HPE) hook length | 164 
Н proper subgroup 6 
光滑 流 形 smooth manifold 196 
ЯВ (变换 群 的 轨道 ) trajectory 20 
国际 符号 international notation 90 


5 


Н 


в 3 25 Hausdorff space 190 
合成 函数 ( 积 性 函数 ) multiplicative 


function - 203 
J 

基 basis 29 
3: № Е fundamental group 195 
жж Killing form 229 
极 射 赤 面 投影 stereographic pro- 

lection 91 
极 射 赤 面 投影 图 stereogram 90,92,93 
极限 点 ( 聚 点 ) limit point 189 
МАШЕ) Cartan deco- 

mposition 231 


Ж-Ж КЖ Cartan-Killing 
metric 229 
EE Cartan matrix 250 
ЕЕ НЯ Cartan-Weyl basis 237 
232 


жом теж Cartan subalgebra 
降 中 心 链 ascending central series 230 
阶 order 4 
结构 常数 structure constant 216 
结合 代数 associative algebra 44 
wm compact 189 
Ear ЗЕ compact real form 270 
Я ж crystal class 88 
а Ж a g crystallographic point 
group 87 
в crystal system 88,89 
д 期 方程 secular equation 231 
БЕ locally isomorphism 210 
局 部 同 杰 locally homomorphism 211 
局 部 坐标 local coordinate 197 
K 
-tær Casimir operator 229 
3 = ореп-соуегіпр 189 
Ж open set 185 
可 解 李 代数 solvable Lie algebra 230 
Еж reducible representation 38 
克 菜 布 许 - 高 登 级 数 Clebsch- 
Gordon series 125 
克 菜 布 许 -高 登 系数 (CG 系数 ) 125 
Clebsch-Gordon coefficient 314 
空间 群 space group 94 - 


L 


class(conjugate class) 8 


Ж (LWA) 
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”离散 序列 discrete series 
ЖЕН, discrete group 74 


李 超 代数 Іле superalgebra 322 
李 代 数 Lie .algebra 115 
李 群 Lie group 115,203 
理想 ideal | 225 
李子 群 Lie subgroup 203 
立方 系 cubic 89,93 
例外 李 代 数 exceptional Lie alge- 
bra | 243 


连续 辅助 系列 continuous sup е- 
mentary series 

连续 映射 ”continuous mapping 

连续 主 系列 continuous principal 


297 
190 


series 297 
连通 的 connected 188 
连通 性 connectivity 188,192 
Я] sequential compact 189 
邻 域 neighborhood 186 
т=з |] null space 147 
> f =. hexagonal 89,93 
轮换 cycle 142 

M 
迷 向 子 群 isotropy subgroup 22,205 
ЖЕН) idempotent | 150 
Жж: idempotent element 150 
тіп nilpotent 230 


ЕЖА nilpotent Lie algebra230 
N 


内 导 子 (内 部 求 导 ) inner derivation 
28 
inner product space 41 


内 积 空 间 
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295,296 


ННІ) inner automorphism 17 
0 
Ek ЖЮ Ешег?5 angles 101 
欧 开 空间 Euclidean space 187 
耦合 体系 coupled system 124 
ш coupled tensor 306 
P 
ж ЖИН Pauli matrix 103 
RE coset 6,7 
平 良子 群 trivial subgroup 8 
Q 
HRA) weight (vector) 274 
最 高 一 highest— 277 
ЖЕ group | 1 
一 代数 ”一 algebra 44,45 
$ 
三 角 系 trigonal 89,93 
= Е triclinic 92 
商 群 factor group 15 
М upper bound 291 
ФЕ. RÆ Chevalley's basis 265 
ЖЖ real form 268 
даз Schur’s lemmas 48,49 
aapa mathematical induc- 
tion 310 
WW 18 5 double valued represen- 
tation 113 


ШЙ) Ж tetragonal 89,92 
四 面体 群 tetrahedral group 79 
ЖӚН simple root 244 
| T 
特殊 线性 李 代 数 special linear al- 
gebra 229 
Я— sI(n,C) 222 
ЗЕ -- (а, R) 222 
特殊 线性 群 special linear group 206 
复 ~ SL(n,C) 206 
Z~ SL(n, В) 206 
特殊 西 群 special unitary group 
50 (n) 206 
特殊 正 交 群 special orthogonal 
group 207 
复 ~ 50(з,С) 207 
实 一 50(x,R) "207 
特征 标 сһагасіег | 56 
ЖНЖ universal covering 
group 220 
同 构 isomorphism 12,226 
同 伦 homotopy 192 
Е (№8) homeomorphism 191 
同 态 homomorphism 12,227 
EA kerni of homomorphism 14 
同 余 类 congruence class 227 
投影 (射影 ) 算 符 projection opera- 
tor | 147 
退化 degenerate 229 
拓扑 topology 185 
拓扑 空间 topological space 185 
202 


ЖІК topological group 


W 
= НЯ Weyl tableau 179 
£ MJ differentiable 
manifold 195 
维 格 纳 - 爱 卡尔 脱 定 理 Wigner-Ec- 
kart theorem 137 
ЖЖ dimension | 203 
无 穷 小 生成 元 infinitesimal gene- 
rator 116 
X 
нами Hilbert space 41 
F lower bound 292 


线性 变换 linear transformation 29 
线性 表示 linear representation 30 
线性 化 linearization 217,220 
线性 空间 linear space 30 
УЖ symplectic algebra 222,264 
Я — зр(217, С) 222,264 
实 一 spn, К) 222 
E~ +р(2л) 222,270 
| ер symplectic group 207 
м— SP(2n, С) 207. 
实 ~ 5Р(24, R) | 207 
E~ SP(2z) | 207 


能 夫 利 符号 Schoenflies notation 85 


旋 量 表示 spinor representation 281 
循环 群 cyclic group 6,7 
Y 
雅 可 比 恒等式 Jacobi identity 216 
Жтт ҤЕ [Е Jacobian 200 
杨 盘 .Young tableau 153 


337 


杨 算 符 Young operator 
杨 图 Young diagram 


154 
146 
“ЛЕ unitary transformation 41 
一 般 线 性 李 代 数 general linear Lie 


algebra 26% 
Я-- гін, С) 222 
X~ 610и, К) 222 

— №28 В № general Пяваг group 30 
A~ СЕ(а, 6) 30 
实 一 С1.(и,К) 206 

酉 表示 unitary representation 42 

西 空间 unitary space | 41 

ЕЖ unitary group О (=) 207 

约 化 reduce 125 

约 化 标量 因子 reduced isoscalar 

factor 314 

约 化 矩阵 元 reduced matrix ele- 

ment 138 

7 

张 量 基 tensor basis 288,299,305 

正 根 positive root 244 

正 交 补 空间 orthogonal complemen- | 

tary space 42 

正 交 代数 orthogonal algebra 222,263 
Я — o(n,C) 263,264 
实 一 9(т,К) 222,270 

正 交 定理 orthogonality theorem 52 

正 交 群 orthogonal group 72 
Я— О(п,сС) 207 
实 一 О(и,Е) 72,207 
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正 交 系 orthorhombic 
正则 表示 
正 则 ЕЛІМ orthogonal units 

( Young- Yamanouchi basis) 171 


. 89,92 
regular representation 45 


正则 形式 (标准 型 ) canonical form231 
正则 子 流 形 regular submanifold 201. 
整体 global 211 
直 和 direct sum ` 39 
直 积 direct product 23 
指数 映射 exponential mapping 119 
# rank 232 
置换 permutation 2,141 
БАН permutation group 5, 2 
忠实 表示 faithful representation 32 
中 心 center 220 
转动 rotation 75 
转动 反射 rotatory-rellection 76 
转动 反 演 rolatory-inversion 75 
转动 群 rotation group 

50(3) (50 (3, R)) 4,72 
转动 轴 rotation axis 73- 
fiè subalgebra 295 
f R 25 sub-covering 189 
子 集 subset 6 
子 流 形 submanifold 201 
子 群 ”subgreup 6 
子 群 诱导 上 出 的 表示 representation 

induced by subgroup -~66 
Н Б self-conjugate Young 

diagram 146 
自 同 构 automorphism 17 
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